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I.  Abtheilung. 
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Geometrie  der  Ebene. 


Das  Dreieck. 

1.  Dreiecke  sind  congruent,  wenn  von  den  6  Stücken 
€t,  ßy  und  a  b  c ,  durch  die  sie  bestimmt  sind ,  3  einander 
gleich  sind,  jedoch  muss  unter  diesen  3  Stücken  mindestens 
eine  der  3  Seiten  enthalten  sein. 

2.  Die  auf  der  Mitte  der 
Figur  1.                  Seiten  errichteten  Lothe  schnei- 
den sich  alle  in  einem  Punkte. 
Dieser  Punkt   liegt    von    allen 
3  Ecken  gleich  weit  entfernt. 

3.  Die  aus  den  Eckpunkten 
auf  die  3  Seiten  gefällten  Lothe 
schneiden  sich  gleichfalls  in 
einem  Punkte. 

4.  Die  auf  den  Seiten  willkürlich  errichteten  Lothe 
schneiden  sich  mit  unter  den  Winkeln  des  Dreiecks. 
Passelbe  geschieht,  wenn  diese  Linien  keine  Lothe  sind, 
aber  unter  gleichen  Winkeln  gegen  die  Dreiecksseiten 
geneigt  sind.     - 

5.  Die  die  Winkel  halbirenden  Transversalen  schneiden 
sich  in  einem  Punkte.  Dieser  Punkt  ist  von  allen  3  Seiten 
gleich  weit  entfernt. 
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6.  Die  die  Seiten  halbirenden  Transversalen  schneiden 
sieh  in  einem  Punkte  —  dem  Schwerpunkte. 

7.  Die  Summe  aller  Winkel  im  Dreiecke  ist  gleich 
2  Rechten. 

8.  Der  Aussenwinkel  ist  so  gross  wie  die  Summe  der 
gegenüberstehenden  Winkel. 

9.  Im  gleichschenkligen  Dreiecke  halbirt  das  aus 
der  Spitze  gefällte  Loth  die  Grundlinie.  Die  Winkel  an 
derselben  sind  gleich. 

10.  Im  gleichseitigen  Dreiecke  sind  alle  3  Winkel 
gleich.     Ein  jeder  beträgt  60  Grad. 


Das  Viereck. 

m 

11.  Vierecke  sind  congruent: 

a.  wenn  alle  4  Seiten  und  1  Winkel  gleich  sind, 

b.  wenn  3  Seiten  und  der  eingeschlossene  Winkel 
gleich  sind, 

c.  wenn  2  Seiten,  der  eingeschlossene  Winkel  un*d 
2  andere  Winkel  gleich  sind. 

12.  Die  Summe  aller  Winkel  ist  =  4  Rechte. 

13.  In  einem  Parallelogramm  stehen  gleiche  Winkel 
und  auch  gleiche  Seiten  sich  gegenüber. 

14.  Ein  Viereck  ist  ein  Parallelogramm,  wenn 

a.  2  Gegenseiten  gleich  und  parallel  sind, 

b.  wenn  dieselben  paarweise  einander  gleich  sind, 

c.  wenn  2  Gegenseiten  und  2  Gegenwinkel  gleich 
sind, 

d.  wenn  2  Gegenseiten  gleich,  2  andere  parallel 
und  2  Gegenwinkel  gleichartig  sind, 

e.  wenn  die  Gegenwinkel  gleich   sind  und   beide 
Diagonalen. 

15.  Die  Diagonalen  in  einem  Parallelogramme  halbiren 
sich  gegenseitig  und  bilden  4  inhaltsgleiche  Dreiecke. 
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Das    Polygon. 

16.  Die  Summe  der  Winkel  eines  nEcks  ist 

=  n  .  2  Rechte  —  4. 

17.  Die  Summe  der  Aussenwinkel  ist  stets 

=  4  Rechte. 

18.  In  einem  n  Eck  beträgt  die  Anzahl  der  möglichen 


Diagonalen 


n 


2(«-3) 


Der   Kreis. 

19.  Der  Durchmesser  ist  die  grösste  aller  Sehnen  und 
theüt  den  Kreis  in  2  congruente  Hälften. 

20.  Der  senkrecht  auf  die  Sehne  gezogene  Halbmesser 
theüt  Sehne  und  Bogen  in  2  gleiche  Theile. 

21.  Durch  3  Punkte,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen, 
lässt  sich  stets  ein  Kreis  legen. 

22.  Gleiche  Sehnen  sind  vom  Kreismittelpunkte  gleich 
weit  entfernt,  und  von  2  ungleichen  Sehnen  ist  die  kleinere 
■die  entferntere. 

23.  2  Sehnen,  die  jucht  dem  Durchmesser  gleich  sind, 
können  sich  nicht  halbiren. 

24.  Die  Tangente  berührt  den  Kreis  nur  an  einem 
Punkte. 

25.  Wenn  ein  Kreis  und  eine  Gerade  2  Punkte  gemein 
haben,  so  schneiden  sie  sich. 

26.  Zwischen  zwei  parallelen  Sehnen  liegen  gleiche 
Bogen. 

27.  Die  Tangente  steht  senkrecht  auf  dem  Ende  des 
Radius. 

28.  2  aus  einem  Punkte  an  den  Kreis  gezogene  Tan- 
genten sind  gleich  lang. 

29.  In  dem  um  den  Kreis  beschriebenen  Vierecke  ist 
die  Summe  der  Gegenseiten  einander  gleich. 


rrH.      — >^         r--^  •_— --.  ,-gitH;. 
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39.  Der  von  den  Tangenten  AB  und  B C  eingeschlossene 
Winkel  <^  ist  mit  dem  Centriwinkel  y  zusammen  ^=  2  Rechte. 

40.  In  und  um  jeden  Kreis  kann  man  ein  reguläres 
Polygon  beschreiben,  und  in,  sowie  um  jed^s  reguläre 
Polygon  lässt  sich  ein  Kreis  beschreiben. 


Aehnlichkeii  der  Figuren. 

41.  Zwei  und  mehrere  in  einem  Punkte  sich  schneidende 
Linien  heissen-  Convergenten.     Ihre  durch  Querlinien  a  A 

bB  gebildeten  Abschnitte,  die 
Figur  4.  einerlei  Lage  haben,  wie  z.  B. 

a c ,  cd  oder  ab,  d f ,  heissen 
homologe  Abschnitte. 

42.  Werden  die  Conver- 
genten, Figur  4,  von  Parallelen 
A  a ,  B  b  geschnitten ,  so  sind 
die  homologen  Abschnitte  ver- 
hältnissgleich  und  umgekehrt 
—  sind  die  homologen  Ab- 
schnitte verhältnissgleich ,  so 
sind  die  Linien,  durch  welche 
sie  gebildet  werden  —  also  A  a 
und  Bb  parallel. 

43.  In  ähnlichen  Figuren  sind  die  Winkel  paarweise 
einander  gleich. 

44.  Sind  die  homologen  Abschnitte  auf  den  Conver- 
genten verhältnissgleich,  so  stehen  die  Parallelen,  durch 
welche  sie  gebildet  werden,  in  demselben  Verhältnisse. 

45.  In  ähnlichen  Figuren  sind  die  homologen  Seiten 
verhältnissgleich. 

46.  Sind  die  Parallelen  aA  und  bB,  Figur  4,  mit 
den  Convergenten -Abschnitten  cA  und  cB  proportional, 
so  ist  c  der  Convergenzpunkt  mit  der  Linie  ab. 
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Figur  5. 


Figur  6. 


Das    Dreieck. 

47.    Dreiecke  sind  ähnlich,  wenn,  Figur  5: 

a.  die  Winkel  aßy  paarweise 
gleich  sind, 

b.  die  Winkel  ß  y  paarweise 
gleich  sind, 

c.  wenn  alle  Seiten  a  b  c  pro- 
portional gleich  sind, 

d.  wenn  2  Seiten  a  und  b  pro- 
portional, Winkel  ß  gleich  und 
Winkel  «  gleichartig  ist, 

e.  Wenn  2  Seiten  proportional 
und  der  eingeschlossene  Winkel 
gleich  ist. 

Die    aus    der    Spitze    gezogene, 
beliebige  Transversale  theilt  die  mit 
der   Grundlinie   parallel    gezogene 
Linie  a,  in  Abschnitte,  welche  denen 
auf  Sk„  proportional  sind,  Figur  6. 

48.  Die  Höhen  ähnlicher  Drei- 
ecke verhalten  sich  wie  ihre  Grund- 
linien. 

49.  Werden  2  Dreiecke  von 
gleicher  Höhe  und  Basis  von 
Parallelen  in  gleichem  Abstände 
von  der  Basis  geschnitten,  so  sind 
diese  Parallelen  einander  gleich. 

50.  Sind  die  Winkel «  u.  /?,  Fig.  7, 
einander  gleich,  so  verhält  sich: 

ad:ac  =  db:bc. 

^l  51.  Die  Transversalen,  Figur  7, 
von  denen  die  eine  nach  der  Mitte 
der  Basis  und  die  beiden  andern 
nach    den   Endpunkten    einer    zur 

Basis  parallel  gezogenen  Linie  gehen,  schneiden  sich  in. 

einem  Punkte. 
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52.  Die  Transversalen,  welche  von  den  Eckpunkten 
auf  die  Mitte  der  Gegenseiten  gezogen  sind,  sehneiden  sich 
in  einem  Punkte,  und  zwar  in  einer  Entfernung  von  den» 
Ecken,  die  7»  von  der  betreffenden  Transversale  beträgt. 

53.  Die  Transversale,  welche  in  einem  rechtwink- 
ligen Dreiecke  von  der  Spitze  lothrecht  auf  die  Basis 
gezogen  wird,  theilt  dasselbe  in  zwei  ähnliche  Dreiecke. 

54.  In  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  ist  das  Quadrat 

derHypothenuse  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  Katheten. 

55.    Wird  in  einem  beliebigen  Dreiecke  eine  senkrechte 

Transversale  auf  die  Basis  gezogen,  Figur  8,  so  verhält  sich: 

(a  c  +  a  e) :  (b  c  +b  e)  ■=  (b  c  —  b  e) :  (a  c  —  a  e), 
d.  h.  die  Summe  der  Seiten  und  Abschnitte  verhalten  sich 
umgekehrt  wie  die  Differenzen  derselben. 


Tigm  8. 


Figur  9. 


Figur  10. 


56.  Findet  in  einem  Dreiecke  die  obige  Proportion 
statt,  so  ist  die  Transversale  eine  senkrechte. 

57.  In  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  ist  das  Quadrat 
einer  Kathete  gleich  dem  Produkte  aus  H}T)othenuse  und 
dem  anliegenden  Abschnitte. 

58.  In  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  ist  das  Quadrat 
der  aus  der  Spitze  auf  die  Hypothenuse  gefällten  Senk- 
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rechten  gleich  dem  Produkte  aus  den  beiden  Abschnitten 

der  Hypothenuse. 

»        59.   In  jedem  Dreiecke  ist,  Figur  9  und  10: 


i 


a  c 


=  ab^  +  cb^T  2ab  •  db, 


und  zwar  gilt  das  +  Zeichen,  wenn  der  Gregenwinkel  von 
a  c  stumpf  und  das  —  Zeichen,  wenn  er  spitz  ist. 

60.   Wenn,  Figur  7,  a  durch  d  halbirt  wird,  so  hat  man : 


V  +  c^  =  2(d^+la^). 


Polygon  und  Kreis. 

61.  Wenn  a  b  c  d  die  Seiten  eines  Parallelogramms 
und  d,  und  d„  seine  Diagonalen  sind,  so  hat  man: 

d„2  +  d,2  =  a'-^  -f  b^  +  c^  +  d^. 

62.  Aehnliche  Polygone  lassen  sich  in  ähnliche  Dreiecke 
zerlegen  und  daraus  zusammensetzen. 

63..  Die  Umfange  ähnlicher  Figuren  verhalten  sich  wie 
ihre  homologen  Seiten  und  auch  wie  die  homologen  Gon- 
vergentenabschnitte. 

64.  Reguläre  Polygone  von  gleicher  Seitenzahl  sind 
alle  ähnlich. 

65.  Die  Peripherien  zweier  und  mehrerer  Kreise  ver- 
halten sich  wie  ihre  Radien. 

QQ.  Die  Kreissehne  ist  mittle  Proportionale  zwischen 
dem  Durchmesser  und  dessen  durch  ein  Loth  gebildeten 
Abschnitt. 

67.  Konstruirt  man  im  Halbkreise  ein  rechtwinkliges 
Dreieck  über  dem  Durchmesser  und  zieht  aus  der  Spitze 
ein  Loth,  so  verhalten  sich  die  Quadrate  der  Sehnen  wie 
die  darunter  liegenden  Abschnitte  des  Durchmessers. 

68.  Wenn  aus  einem  Punkte  der  Kreisperipherie  ein 
Loth  auf  den  Durchmesser  gefällt  wird,  so  ist  dasselbe  die 
mittle  Proportionale  zu  den  Abschnitten  des  Durchmessers. 

69.  Die  Abschnitte  zweier  sich  schneidenden  Sehnen 
sind  verhältnissgleich. 
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70.    Desgleichen    die    Abschnitte    zweier    aus    einem 
Punkte  durch  den  Kreis  gezogenen  Sekanten. ' 

71.  Wird  aUs  einem  Punkte  c, 
Figur  12.                Figur  12,  eine  Tangente  und  eine 

Sekante  zum  Kreise  gezogen,  so 
ist  die  Tangente  die  mitÖe  Pro- 
portionale zur  Sekante  und  ihrem 
äusseren  Abschnitte  also: 

dc:bc  =  bc:ac. 

72.  Die  Abschnitte  zweier 
durch  den  Berührungspunkt  ge- 
zogenen Sekanten  sind"  propor- 
tional also: 

ac:cb  =  Gd:ce.   Figur  13. 


Figur  14. 


73.  Wenn  die  Tangente  A  =  2  r  gemacht 
und  die  Sekante  durch  den  Mittelpunkt  des 
Kreises  gezogen  wird,  Figur  14,  so  ist: 

A:B==B:A  — B. 

74.  Trägt  man  B  auf  A  ab,  so  ist  A 
nach  dem  äusseren  und  mittleren  Verhält- 
nisse getheilt.     Sectio  divina. 

75.  Der  Centriwinkel  eines  Zehnecks  ist: 

==  —  Eechte,  und  Winkel «  =  t;  Rechte. 
o  0 
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76.    Halbirt  man  «,  Figur  15»  so  ist: 

ac:bc  =  de:ac, 
ac  =  ab  =  db 


und 

da 

ist,  so  ist  auch 


oder 


Figur  16. 


db:bc==dc:db, 

bc:db  =  db:dc, 

d.  h.  die  Seite  des  Zehnecks  findet  man,  indem  man  den 
Radius  nach  der  Sectio  divina  theilt. 

77.  Bei  jedem  in  dem  Kreise  beschrie- 
benen Vierecke  ist: 

d  .  d,  =  a  b  +  c  f.    Figur  16. 

78.  Die  gemeinsame  Achse  zweier 
Kreise  und  die  gemeinsamen  Tangenten 
beider  Kreise  convergiren  in  einem 
Punkte. 

79.    Die  von  einem  Punkte  der  gemeinsamen  Sekante 

zweier     sich     schneidender 


Figur   17. 


""^ 

fcTn 

\ 

\t,/ 

^  ~~'      - — 

i 

^ 

Kreise  an  dieselben  ge- 
zogenen Tangenten  sind 
gleich. 

80.  Wenn  man  durch 
die  Mitte  des  Abstandes 
der  Berührungssehne  zweier 
Kreise  eine  Senkrechte  zieht, 
so  sind  die  aus  irgend  einem 
Punkte  k  derselben  an  die 
Kreise  gezogenen  Tangenten 
tu.t  einander  gleich.  Fig.  17. 


Harmonische  Theilung. 

81.    Wird  auf  der  Linie  db,  Figur  18,  ein  Punkt  f 
angenommen  und  in  der  Verlängerung  von  d  b  ein  Punkt  a 


1 


3 


Figur  18. 


SO  bestimmt,  dass  die  Abstände  des  Punktes  f  von  d  und  b 

proportional  sind  den  Abständen  des  Punktes  a  von  d  und  b, 

so  ist  die  Linie  db  nach  a  har^ 
monisch  getheilt. 

Die  Punkte  a  und  f,  d  und  b 
heissen  harmonische'  Gegenpunkte, 
die  Linien  iTc  und  ^,  sowie  cd 
und  cb  harmonische  Gegenstrahlen. 
82.  Eine  Gerade  d  b  wird  nach 
a  harmonisch  getheilt,  indem  man 
aus  den  B  Punkten  a  d  b  Strahlen 
nach  einem  beliebigen  Punkte  c 
zieht,  hierauf  durch  d  die  Linie  g  k 
parallel  cb  legt,  gd==dk  macht 

und  kc  zieht.     Der  Schnittpunkt  f  ist    der   harmonische 

Gegenpunkt  von  a. 

83.  Zu  3  harmonischen  Strahlen  findet  man  den  vierten, 
wenn  man  durch  die  Strahlen  die  Linie  ab  legt  und  auf 
ihr  naeh  dem  vorigen  den  Punkt  f  sucht.  • 

84.  Harmonische  Strahlen  werden  von  jeder  beliebigen. 
Geraden  in  harmonischen  Punkten  geschnitten.  Figur  18, 
Linie  a,  b,. 

85.  Werden  in  einem  Dreiecke 
3  Transversalen  gezogen,  wovon 
die  eine  eg  die  Basis  halbirt  und 
die  beiden  andern  deren  Endpunkte 
mit  einer  Parallele  d  f  verbinden,  so 
ist  G  g  harmonisch  getheilt.  Fig.  19. 

86.  Werden  die  Seiten  d^s  Drei- 
ecks in  den  Punkten  dfg  halbirt, 
und  Parallelen  d  g  und  g  f  gezogen, 
so  sind  alle  3  Transversalen  har- 
monisch getheilt. 

87.  Der  harmonische  Gegenstrahl  ab  einer  Geraden  ad, 
Fig.  20,  welcher  den  Winkel  ß  halbirt,  steht  mit  ad  senkrecht. 

88.  Steht  ein  harmonischer  Strahl  auf  dem  anderen 
senkrecht,  so  werden  die  Winkel  «  und  /?,  Figur  20,  halbirt. 


Figur  19. 
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89.  Ein  Punkt  c  ausserhalb  des  Kreises,  Figur  21,  hat 
^  einen  harmonischen  Gegenpunkt  f  auf  der  Mitte  der  Be- 
rührungssehne SS. 

90.  Beschreibt  man  «durch  die  harmonischen  Punkte 
d  und  b  einen  Kreis,  so  das«  Linie  d  b  Durchmesser  wird,  so 


Figur  21. 


Fignr  20. 


sind  die  Abstände  sämmtlicher  Punkte   seiner  Peripherie 
von  den  harmonischen  Punkten  f  und  c  verhältnissgleich. 
Für  den  beliebigen  Punkt  c  ist  z.  B.: 

pf:pc  =  bf:bc. 


Reguläre  Polygone. 

Bezeichnet 

n.  die  Anzahl  der  Seiten, 

t  die  Länge  der  Seiten  eines  um  den  Kreis  beschrie- 
benen nEcks, 

s  die  Seitenlänge  des  in  den  Kreis  beschriebenen 
nEeks, 

r  den  Radius, 

y  die  Seite  dies  in  den  Kreis  beschriebenen  2  nEeks, 
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so  ist: 


91.     t 


r  s 


l/r«  —  V*  s^, 


V(2  r^  —  2  r  Vr^  —  1/4  s^), 


2s 


Flächenverhältnisse. 

92.  Parallelogramme  von  gleicher  Basis  und  gleicher 
Höhe  haben  gleichen  Flächengehalt.  Ebenso  Dreiecke  von 
gleicher  Basis  und  gleicher  Höhe. 

93.  Wenn  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  d  der 
Diagonale  eines  Parallelogramms,  Figur  22,  Parallelen  mit  den 
Seiten  zieht,  so  sind  die  Flächen  A  und  B  einander  gleich. 


Figur  22. 


X 


94.  Das  Quadrat  der  Summe  oder  Diiferenz  zweier 
Linien  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  beider  +  oder 
2  mal  dem  aus  beiden  gebildeten  Eechtecke. 

95.  Wenn  man,  Figur  23,  über  2  Seiten  eines  beliebigen 
Dreieckes  beliebige  Parallelogramme  konstruirt,  ihre  Aussen- 
seiten  bis  zum  Schnittpunkte  c  verlängert,  von  c  durch  die 
Spitze  des  Dreieckes  bis  zur  Basis  eine  Gerade  zieht  und 
mit  dieser  von  a  und  b  aus  Parallellinien  legt,  so  entsteht 
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ein  Parallelogramm  ab  cd,  dessen  Fläche  gleieh  ist  der 
Summe  der  beiden  anderen  Parallelognunme. 

96.  Die  Flächenräume  zweier  Parallelogramme  oder 
Dreiecke  verhalten  sich  bei  gleicher  Höhe  wie  ihre  Grund- 
linien und  umgekehrt. 

97.  Die  Flächenräume  zweier  Parallelogramme,  die 
gleiche  Winkel  haben,  verhalten  sich  wie  die  Produkte  aus 
2  anliegenden  Seiten. 

98.  Die  Flächenräume  zweier  Dreiecke,  die  einen  Winkel 
gleich  haben,  verhalten  sich  wie  die  Produkte  aus  den  ihn 
einschliessenden  Seiten. 

99.  Die  Flächenräume  ähnlicher  Dreiecke  und  Polygone 
verhalten  sich  wie  die  Quadrate  der  homologen  Seiten 
und  auch  wie  die  Quadrate  der  homologen  Convergenten- 
abschnitte. 

100.  Die  Flächenräume  zweier  Kreise  verhalten  sich 
wie  die  Quadrate  der  Halbmesser. 

101.  Der  Flächeninhalt  eines  Sektors  (Kreisausschnittes) 
verhält  sich  zur  ganzen  Kreisfläche  wie  der  Bogen  zur 
ganzen  Peripherie. 


Arithmetik  —  Algebra. 


Entgegengesezte  Grössen. 

Bedeutet : 
^p  die  Summe  aller  positiven  zu  addirenden  Grössen, 

-2'n  jene  aller  negativen, 
D  die  Differenz  beider,  . 

80  Ißt:  ^ p  +  ^ n  =  +  B,  wenn p  >  n, 

=  —  D,     „     p  <  n. 

Femer  ist:  j^  a 

minus  j^b 

=  ±aTb, 

±ax  +  b  =  +  ab, 

+  ax+b  =  —  ab, 

+  a  a 

±b^+  b» 

+  a      4^  a  a 

+  b^  +  b^~'b- 

Algebraische  Zeichen  und  Operationen. 

a  +  b  +  c  =  b  +  c-|-a  =  c  +  a  +  b. 
a  +  (—  b)  =  a  —  b  =-  —  (b  —  a)  =-  —  (—  a  +  b). 
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a-(+b)  =  a  +  (-b). 

a  —  (—  b)  =  a  +  (+  b)  =  a  +  b. 

a4-(b  +  c  —  d)4-ni  =  a-|~t>  +  c  —  d-j-m. 

a  —  (b  +  c  —  d)  +  m  =  a  —  b  —  e  +  d-fni 

a  b  =  b  a. 

a(b  +  c)  =  ab  +  ac;  a(b  —  c)  =  ab  —  ac, 

=  ac  +  ab;  =  —  ac-j-a^ 

—  a(b  +  e)==  —  ab  —  ac  =  —  (ab  +  ae). 

a[b  +  c(d  +  g-f)]  =  ab  +  ae(d4-g-f) 

=  ab-|-acd  +  acg  —  acf. 

a  [b  —  e  (d  +  g  —  f)]  =  a  b  —  a  c  (d  +  g  —  f ) 

=  ab  —  acd  —  aeg  +  acf. 

(a  4-  b)  [4-  d  -f  (f  -  g  +  k)  -  m  +  k  (z  4-  y)] 
=  (a  +  b)  d  +  (a  +  b)  (f-  g  +  k)  ~  (a  4-  b)  m  + 

(a  +  b)(z4-y)k, 

a 


(±a):(±l))  =  a:b  =  +  ^, 


a 


(-a):(+b)=(+a):(-b)  =  -:g, 


a4-b 


a    ,    b 

—  "1       » 

G    "~  C 


ab 
c 
a 

be 


=  —  •  b  =  a 


a 
c 
a 
b 


b 

G 


a 


c  =  —  :  b. 

G 


Bruche. 

a       am a  :  ni 

b  ~  b  m       bim 
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a    ,    c  ad   ,    b^ ad  j:  b  c 

b^d—Fd-bd"       bd 
a.c.d  aicid'v 


b-^b  -^  b  b 

a      c  a  e 

b  '  d^bd' 

ac a     d ad 

b  *  d""b  '  c"~Fc* 

0 

-  =  o, 
a 

_  =  00    (unendlich), 

-  =  X  (unbesümmt), 


00 
00 


=  x  (unbestimmt). 


NSherungswerthe. 


Wenn  —  =  m  H r  r 

b  n  +  1 


P  +  l 

q+1 


r  -f  etc., 
SO  sind  die  Näherungswerthe  für  z-: 

D 

1  n  n  n+1  np  +  1 

P 

2* 
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^   ,   J [(mn4-l)p  +  ni]  q  +  mn  +  1 

"""^JT+T""  (np+l)q  +  n  T* 

124 
Beispiel.     Der  Bruch  :rzr^  gibt   durch  Division   des 

lOo 

jedesmaligen  Restes  in  den  vorhergehenden  Divisor,  also 
durch  die  Rechnung:  124  •  103  =  1 

103* 


103: 

21  = 

84 

21 

:19  = 

=  1, 

19 

19 

:2 

-9, 

, 

18 

2:1 

— 

2, 

2 

0 
die  Quotienten:  1,  4,  1,  9,  2;  er  lässt  sich  daher 

=  l+i 

4+1 


1  +  1 


9  +  1 


setzen  und  durch  folgende  Näherungswerthe,  wovon  die  fol- 
genden immer  genauer  und  genauer  werden,  ausdrücken: 

1     5     6    59    124 
1'  4'  5' 49'  103' 

ä  1  a  2 

8ind  -7—  und  -r^  zwei  auf  einander  folgende  Nähe- 
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Tungswerthe  von  7-  und  r  der  folgende  Nenner  oder  Quo- 
tient, so  findet  man  den  entsprechenden  Näherungswerth 

durch  die  Formel:  t--  =  — r — r^-    Z.  B.  für  das  Ver- 
bs        r  D2  -f-  Dl 

hältniss  des  Ereisumfianges  zum  Durchmesser:  3,14159  •  •  • 
führt  folgende  Rechnung: 


100000 


314159  :  100000  =  3 
300000 


100000  :  14159  =  7 
99113 

14159  :  887  ^  15 

887 

5289 
4435 


887  :  854  =  1 

854 


öö   u.  s.  w. 

I     auf  die  Quotienten  3,  7,  15,  1  u.  s.  w.  Die  hieraus 

I  3  1       22 

bestimmten  Näherungswerthe  sind:  — ,  3  +  7^  =  -r-,  femer 
I  17         7 

I  Bach  der  letzten  Regel: 

I  22  X  15  4-  3  ^  333    333  x  1  +  22  ^  355 

I  7  X  15  +  1  ~"  106'  106  X  1  -f  7    "~  113'  ^'  ®'  ^* 


Der  Fehler  eines  Näherungswerthes  -r—  ist  kleiner  als 


( 


bn 

7 — 1   ;  also  für  -=-  kleiner  als  -77-,  für  -7-^  kleiner  als 
bn/  7  49  lUo 

oder  0,000089  u.  s.  w. 


11236 
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Potenzen. 

am.bm  =  (ab)m, 

a™       /a\m 

am  •  a^  ==  a^  +  ^f 

am:aa  =  aitt  — », 

(am)n  =  a™  •  ^, 

(— a)2m=r=  a2m, 
(_a)2m  +  l  =  _a2m  +  1, 

(a±b)^  =  a«  +  2ab  +  b^ 

(a  +  l))(a  — b)  =  a2  — V, 

(a  +  b)8  =  a«±  Sa^b  +  Sab^  +  b», 

a<>=  1;  a^  =  a, 

1 


a— m: 
ain  = 


am 

1 


a— m 
a-«   =0, 

lm=l, 
J_        m 

a  m  =  y  a, 

m 

am=  y  a. 

m  m  m  1 

V"ä"  .  Vb'=  yäb  =  (ab)  m. 

m 


m  m  y  a 


m 


ya:yb=-.!.=  j/|^=(|-)i 


Vb 


OO 

Zo 


m 
y  a' 

r —           '  — 

a  —  Vyaj    —  a  ™. 

m 

n 

n 
1  /  m                        1           m  ] 

[/  y  a  —  a  m.n—  y 

m 

yan  = 

mp                   in:p 
=  y  aap  —   y  aa:p. 

2n 

-  +  b; 

2n 

y    a  — by- 1  - 

2n  +  1 

2n  +  1 

-+c;     y  —  a  —  —  c. 

Wenn : 

y  e  — a-hb 

gesetzt 

wird, 

so  folgt: 

TlTlil   • 

c 

—  a^  +  2ab  +  b^ 

UHU.. 

wenn: 

b- 

c  —  a*    ^  c  —  a^ 
2a  +  b  ^     2a    * 

3 

yc  —  a  +  b 

bi. 


gesetzt  wird,  so  'folgt: 

c  =  a»4-3a2b4-3ab*''  +  b» 


und: 


c  —  a^  ^  c  —  a^ 


< 


Sa^  +  Sab  +  b*    ^     3a*    * 


Hierauf    gründet    sich    das    Ausziehen    der    y    aus 
Zahlen. 


24 


Beispiele. 

y  131044  =  360  4-  2  =  362 


denn 


QS 


2.3 

2.3.3 

6' 


2.36 
2 . 36  . 2 

2' 


3 

V   17 

2»=    8 


3x2^ 
2  X  22  X  5 
3x2x5^ 

58 


3x25^ 
3x25^x8 
3x25  x82 

8» 


9 

(1 
6 

1 


1 
1 


13 

10 

44 

9 

4 

10 

• 

(6) 

3 

6 

• 

36 

3 

96 

14 

44 

(7 

2) 

14 

4 

• 

4 

■ 

14 

44 

173 

512 

173 

2).. 

0.. 

50. 

125 

625 

548 

512 

(187 

5) 

500 

0 

48 

00 

512 
512 

548 

=  250  4-8  =  258 
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V  5,8  =  1,7967 
1 


4 

800 

(3) 

2 

1 

1 

47 
343 

2 

913 

887 

000 

(86 

7) 

780 

3 

41 

31 

729 

822 

339 

64 

661 

000 

(9 

612 

3) 

Logarithmenrechnung. 

I.  log.  (a  b)  ==  log.  a  +  log.  b. 

Eegel:   Der  Logarithmus  eines  Produktes  ist  gleich 
der  Summe  aus  den  Logarithmen  der  Faktoren. 

Z.  B. :    log.  (453  x  2,9734)  =  log.  453  +  log.  2,9734 

_  /  2,65610  \ 
""  \  0,47325  / 

3,12935 
daher:  ^^^  ^  g  ^^^^  _  ^^^  3,12935  =  1346,95. 


2(5 


°-  log.  [y )  ==  log.  a  —  log.  b. 


Regel:  Der  Logarithmus  eines  Bruches  oder  Quotienten 
ist  gleich  der  Differenz  von  den  Logarithmen  des  Zählers 
und  Nenners  oder  des  Dividenden  und  Divisors. 

Z.  B.:  1)  log.  (-||^j=  log.  85,79 -log.  0,1648 

_  /   1,93344    \  ' 
—  \  —  0,21696  —  1 J 

=    2,71648, 

daher:  85,79  o7iß^Q       fio(\K7 

— -^——  =  num.  2,71648  ==  520,57. 

0,1648 

—  log.  0,003642 
log.  0,0874  =  0,94151  —  2 
log.  2945  ==  3,46909 
2,41060 
log.  0,003642  =  0,56134  —  3 
0,0874  x2945__^^^  ^  _  ^^^^ 

0,003642 

ni.        log.  ( a«» )  =  m  log.  a. 

Regel:  Der  Logarithmus  einer  Potenz  ist  gleich  dem 
Produkte  aus  dem  Exponenten  und  dem  Logarithmus  der 
Grundzahl. 

Beispiele: 

1)  log.  (1,765»)  ==  3  X  log.  1,765  =  3  x  0,24674 

=  0,74022 
1,765»  =  num.  0,74022  =  5,4982. 
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3 

2)  log.  /T3;59  =  log.  43,59 V3  =  ^^^-  f'^^ 

o 

=  1,63939  : 3  =  0.54646 

3 

y  43,59  =  nuin.M),5464  6  ==  3,5193. 

3)  log.  y  0,037^  =  log.  (0,037'/*)  =  -^  x  log.  0,037 

5 

=  -|-x  0,56820  —  2 

0 


0.70460 


=  0,14092  —  1 

y  0,037«  =  0,13833  •  •  • 


Gleichungen. 

Wenn  x  +  a  =  b,  so  ist  auch  x  =  b  4^  a. 

Wenn  —  =  b,  so  ist  auch  x  =  a  b. 
a 

Wenn  y  x  =  b,  so  ist  auch  x  =  b" . 

Wenn  x™  =  b,  so  ist  auch  x  =  y  b. 
Wenn  a*  =  b,  so  ist  auch  x  log.  a  =  log.  b. 

Ist  a :  b  =  c :  d,  so  ist  auch  -z-  =  -t-, 

b        d 

ad  =  be, 

be 

"  =  -b-- 
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Ist :         X  :  a  =  b  :  X,  so  ist  auch  a :  x  =  x  ;  b 

x^  =  ab 

X  =y  ab. 

Ist :    X  :  a  =  b  :  c ,  so  ist  auch  x  :  b  =  a  :  c 

(x  +  a  ) :  a  =  (b  +  c) :  c. 

QJeiohungen  I.  Grad«»  mit  mehreren  Unbekannten. 

I.    Ist:  X  +  Y  =  S 

und  X  —  Y  =  D, 

so  ist:  Y_S  +  I^     v'_S  — I^ 

n.    Ist:  aix-|-biy  =  ci 

und  zugleich :  a«  x  -|~  ba  y  =  es, 

so  folert:             Gl  ba  —  ca  bi         ,  ci  aa  —  ca  ai 

X  =  — r- —r-  und  y  = 


ai  ba  —  aa  bi  bi  aa  =  ba  ai 

Beispiel.     Ist: 

8x4-2y  =  33  und  ox  —  2y  =  7, 
so  erhält  man: 

_  —  33  X  2  —  7  X  2  ^    66  -h  14  ^80 
^"■—3x2  —  5x2'"     6-fl0"~16~ 

und:  33x5  —  7x3  __  144 

^~    5x2  +  3x2  16    ~ 

ni.  Ist:  ai  X  4-  bi  y  +  ci  z  =  dl 

aa  X  +  bs  y  -|-  Ca  z  =  da 


und: 


as 


X  H-  bs  y  +  CS  z  =  da, 


so  ergibt  sich: 

dl  (ba  CS  —  bs  Ca)  +  da  (bs  ci  —  bi  cs)  +  da  (bi  ca  — b2  Ci) 
"  ai  (ba  CS  —  bs  ca)  +  a»  (bs  ci  —  bi  cs)  -f-  as  (bi  ca  — ba  ci)' 


X 


y  = 


z  = 
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dl  (a2  CS  —  as  Ca)  -[-  da  (aa  ci  — ^  ai  cs)  +  da  (ai  e«  —  as  ci) 
Ui  (as  Gs  —  as  C2)  -|-  bj  (as  ci  —  ai  es)  -\-  bs  (ai  ca  —  as  ci)' 

dl  (as  bs  —  as  bs)  +  ds  (as  bi  —  ai  bs)  +  ds  (ai  bs  —  as  bi) 
ci  (as  bs  —  as  bs)  +  es  (as  bi  —  ai  bs)  +  es  (ai  bs  —  as  bi)' 

Beispiel.     Wenn: 

2x  +  5y  — 7z  =  — 288, 

5x—     y  +  3z=      227, 

7x  +  6y+     z=      297;. 
dann  folgt: 

288x19  —  227x47  +  297x8        2821 

■jr   1  Q 

—  2x19  —  5x47  +  7x8  ^217 

_  288  X  16  —  227  x  51  +  297  x  41  _  5208  _ 
^~     —5x16  +  1x51  +  6x41     ~    217    "     * 

_  —288x87  +  227x23—297x27  ^  13454 _ 
^  "~     —  7  X  37  +  3  X  23  —  1  X  27     ~"    217    "" 


so  folgt: 


Quadratische   Gleichungen. 

Is^'  x^  +  ax  =  b, 


Ist:                      x2n4.axa=b, 
80  folgt:  *   » 


a^^ 


Trigonometrische  Auflösung   der   quadratischen  Glei- 
chungen:  x*-ax  +  b  =  o. 
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I.     Sin.  <^*  —  r^  sin.  (f*  —  V*  r«  •  sin.  2  (^^  ==  0, 

2Vb 


sin.  2  y  = 


a 


r*  =  a, 
X  =  a  sin.  y*, 
=  a  cos  (f>^. 

n.  x^  +  ax  — b==0. 

tang.  2(/)= , 

a 

r^  =  b,_ 

X  ^  y  b  •  tang.  (f. 

=  y  b  •  —  cot  y. 
Setzt  man  in  die  Gleichung  x*~ax  —  b  =  0  wie  vor- 
her X  =  yT  tang.  (ff  so  muss  x  negativ  oder,  wenn  x  = 
—  cot  q)  y Y  ist,  positiv  genommen  werden. 


Wenn; 


xy  =  p 


und  X  -f-  y  =  s, 

so  ist: 


X  = 


s  + 

y  s^- 

-4p 

2 

s  — 

y  s« 

-4p 

Cubische  Gleichungen. 

Die  Gleichung: 

X»  +  a  X*  4-  b  X  +  c  =  0, 
geht  über  in:         n»  4.  bi  xi  +  ci  =  0, 


^ 

wenn  man  setzt: 

a 

a* 


ab    ,     2      3 


Alsdann  ist: 
3 


Xl 


»/-!+)/ (l)v 


Cl 


8 


V-^-V'(^ 


3  /    Cl    \ 8 


Die  vorstehende  (Cardanische)  Formel  führt  auf  ein 
reelles  Eesultat,  entweder  wenn  b  positiv,  oder  wenn  b 
negativ  und  zugleich 


Trigonometrische  Auflösung  der  cubischen  Gleichung. 

x«  +  bx  +  c  =  0, 

x  =  ysin.  <y), 
=  y  sin.  (60  —  y), 
=  —  y  sin.  (60  +  v)- 
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Die  Formel  ist  nur  anwendbar >  wenn  b  negftliv  und; 


Auflösung  höherer  Gleichung  durch  Näherung. 

Ist  xi  ein  Näherungswerth  von 

x2  +  ax  +  b  =  0, 
so  folgt:  xi2  — b 

^  ^   2  XI  +  a  • 

Ist  xi  ein  Näherungswerth  von: 

x^  +  a  x^  +  b  X  +  c  =  0, 

so  ist:  2xi8  +  axi2  — G 

X  = 


3xi2  +  2axi  +  b' 

Ist  xi  ein  Näherungswerth  von: 

x*  +  ax8  +  bx2  +  cx  +  d  =  0, 

so  ist:  3xi*  +  2axi8  +  bxi2  — d 

X  = 


4  xi=^  +  3  a  xi2  +  2  b  XI  +  c  ' 

Ist  XI  ein  Näherungswerth  von: 

x^  +  ax*  +  bx8  +  cx«  +  dx  +  c  =  0, 

^^  ^®*'      _    4xi^  +  Baxi*  +  2bxi«  +  cxi^  — c 
^  ~"  5  XI*  +  4  a  xi»  +  3  b  xi^  +  2  c  XI  +  d  • 

Gibt  die  numerische  Gleichung 

X  =  0 

für  den  Näherungswerth  xi  das  kleine  Resultat  Xi  und  für 
den  Näherungswerth  X2  das  kleine  Resultat  Xa,  so  ist: 

Xl  X2  —  X2  Xl 

^^      X2  -  Xi 
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Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

Hat  man  für  ein  und  dieselbe  Grösse  x  die  mit  un- 
bekannten kleinen  Fehlern  behafteten  Werthe: 

Xl  X2  X8   •  •  •  X  n  , 

SO  ist: 

Xl  -|-  X2  -|-  X3  •  •  •  «n 


X  = 


n 

Hat  man  für  die  der  Formel: 

y=-ttu-\-  ßv 

entsprechenden  veränderlichen  Grössen  u  i^  y  die  zusammen- 
gehörigen mit  kleinen  Fehlem  behafteten  Werthe: 

yi  ui  i'i, 

yä    U2    l>2, 

ys  US  i'3, 


yn  Uh  Vn 

gefunden,  so  sind  die  wahrscheinlichen  Werthe  der  constanten 
Faktoren  («  und  ß)  folgende: 

2J  v^  JSny  —  2mv  2  vy 


a 


/S  = 


Zw}  Z  v'^  —  ^ u  v2 u  V 
ÜVL^  2^  vy  —  ^ui^-2"uy 


2n^ 2v^  —  ^u»'-2'uv  * 

Sind  für  die  Formel: 

y  t=  au  -{-  ßv  -{-  y  <o 

die  nur  mit  kleinen  Fehlern  behafteten  Werthe: 

yi  ui  Vi  (Ol , 

y2  U2  V2  W2, 

'     ys  US  vz  WS  u.  s.  w. 


,  so  lassen  sich  die  richtigeii  Werthe  der  £o< 
r^i't^  durch  fol^nde  Gleichungen  beatinimen: 


Reihen. 

li'^a'.-tSax  +  x'. 

1'  =  a'  +  3  a'  1  +  3  a  ]('  ±  i>, 

)'  =  a*±48'x  +  6a'x'±4ax'  +  j' 

l'  =  a»+5a'i+10a'i^±10a'i=+5 

1'  =  a*  +  6  a'  X  +  lö  a'  x'  +  20  a'  x'  -\ 


-  a'  ±  7  a«  I  +  21  a*  x'  +  aö  a' 
iaia'x'  +  Tax'^ix'. 


Binomiiohe  Reihe. 


«(n-l)(n-2) 
1-2-3 


1+«     r    +■ 
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(a  +  x)»i=  all 


1  +  n 


X 


a  +  X 


+ 


n  (n  —  1)   /      X 


+ 


n(n  — l)(n  — 2)   /     x 


1.2.3 


a  +  X 


ya+ 


X  =  (a  +  x) 

3 


V2_ 


l/a 


1  .2 


+ 


X 


a  -|-  X 


)* 


1  +  V.  I  ^ 


> 


a 


+  VHi-)"-Vu.  ff  +  V-  ff- 


8 3 

ya  +  x  =  (a  +  x)'/^=l/ 


a 


1   +   V3 


a 


'h 


a 


+  > 


x^ 

a 


io/„.„  |^\*_|.22y,,/x^' 


V248 


a 


a 


Exponentialreihe. 


ax  =  (i  +  z)x=i  +  Ax  + 


1  .2 


x«-f 


A« 


1.2.3 


X' 


+ 


1.2.3-4 


X*. 


Darin  ist: 


z^    .    z*        z* 


^~''~   2   +   3         4 

Setzt  man  A  =  1  und  x  =  1,  so  ergibt  sich  die  Basis 
des  natürlichen  Logarithmensystems: 

e  =  1-4-14-  -I-  4-  .  •  • 

^     ^1.2^    1.2.3    ^     1.2.3.4 

=  2,718281828459. 


Alsdann  ist: 
e^  =  l  +  X  + 


+ 


x^ 


+ 


x^ 


1.2    '     1.2.3     '     1.2.3.4' 

und  wenn  (1  n :  a)  den  natüriichen  Logarithmus  von  a  bezeichnet : 

3* 


^    .     (ln;a)        , 
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X    +    1 a       o   31^  + 


1  .2 


1.2.3 


ln:(x+l)  =  x 


X*     .     x^ 


4.^: ^  .  _?L_ 

2   "^    3  4    "^    5  • 


ln:(x-h-  1)  —  ln:x  = 


X         2x*  "^  3x'"       4x* 


4- 


•   k  •  . 


ln:(x  +  l)  — ln:(x--l)=2 
ln:x-=2 


1 


4-— ^4- 
^  3x8  -r  5^5 


X-4rl 

1  n  :  (x  +  y)  —  1  n  :  X  =^  2 


^-Uvs(^r+v4^v+.- 


x+1 


x  +  1 


2x  +  y 

5 


+  v« 


2x  +  y 


2x-f  y 


log. »  X  =  1  n :  X 


1 


In:  a 


wenn  a  die  Basis  des  künstlichen  Logarithmensystems  ist. 

ist  der  Modul  M. 

In:  a 

Für  das  Briggische  System  ist: 

M.=  0,4342944819 

und:  1  n  :  10  =  2,302585. 


Goniometrische  und  cycLometrische  Reihen. 


sm.  X  =  X  — 


-f 


1.2.3    '  1.2.3.4.5      1.2.3.4.5.6.7 


-f  •  .y 


x^ 


cos.x  =  1 —  + 


X' 


1.2.3.4       1.2.3.4.5.6 


7-  + 
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X»    .    2x*    .       17x*  62x« 


tang.x-x+  ^    +  3,g  +  32.5.7  +  32.5.7.9 
Ix  x^  2  x^ 

,     X»     ,        Sx^       ,         3.5.x^ 

ÄTC.  Sin.  X  =  X  -{-  -^r—T-  -f-  -ft — 7 — r T 


•  • 


» 


2-3    '     2.4.5     '       2.4.6.7 


arc.  COS.  x  =  -r-  —  x 


TT  X«  Sx^  3.5.x^ 


2  2.3      2.4.5       2.4.6.7 


x'    .     x*^         x^ 


arc.  tang.  x  =  x 3"  +  ~5 ^4-*-*, 


TT  .       X®  X^       .       X^ 


arc.  cot.  X  =  -g ^  +  "3 5"  +    7 

Relationen  zwischen  Exponential-  und  trigonometrischen 

Funictionen. 

cos.  X  i  i  sin.  x  =  e  —  ^  \ 

(cos.  xj:i  sin.  x)n»  =  cos.  m  x  i  i  sin.  m  x, 

=  e^"*^^  (Moiv'resche  Formel), 
(cos.  X  +  i  sin.  x)  (cos.  y  +  i  sin.  y), 

=*  cos.  (x  +  y)  +  i  sin.  (x  4-  y), 
cos.  x  =  V«  (e^i  +  e  — »i), 


sin.  X  =  V« 


1 


1    ,      1  +  i  tang.  X 
x  =  ^TT-ln 


2  i        1  —  i  tang.  x  ' 
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Geometrische  Progression. 

Bedeutet  t   das  n*«   Glied   und 
Glieder  bis  dahin,  so  ist,  wenn: 

s   die   Summe    aller 

a,  ab,  aV,  ab^  •  •  •  a 

bn-X 

die  Eeihe  ist: 

t  — abn-i, 

• 

/ba      1  \ 

• 

bt      a 
^         b       1    ' 

n  — 1 

n  — 1 

t(bn— 1)                 y  in 
^         bn-l(b       1)          n-l 

V  t 

—    yan 

n-1        • 

Ist  b  ein  echter  Bruch  und  n  oo 

und 

a 

gross ,  so  ist  t  =  o 

'        1      b 

• 

Zinsesreohnung. 

Es  bedeute  k  das  anfängliche  Kapital, 

a  Prozent,  die  Zinsen  pro  Jahr, 
so  ist  nach  n  Jahren  der  Werth  W  des  Kapitals: 


auch  ist: 


a    \^' 

i  +  Töö) 
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Ferner  ist: 


a 


n== 


100 


W 

k 


1 


log.  W  —  log.  k 


log.    1  + 


a 


100 


Rentenreohnung. 

Wenn  K  am  Ende  jeden  Jahres  um  die  stets  gleich- 
bleibende Summe  S  vermehrt  oder  vermindert  wird,  so  ist 
der  Werth  desselben  nach  n  Jahren: 


w-|i  +  -i;)"i.± 


'^-.;)" 


100 
a 


S. 


W  ist  kleiner  als  K,  wenn: 


^>m^' 


W  ist  =  Null,  wenn: 


S 
K 


a 

ioo 


1  + 


a 
'100 


a     \*i 
H — 
^   100 


ist.     In  diesem  Falle  ist: 


a 


n  = 


log.  S  -  log.  I  S  -  -■'^^-  K 


log.    1  + 


100 
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Arithmetische  Progression. 

t  bedeute  das  n*e  Glied,  s  die  Summe,  so  ist,  wenn 

a,  a  +  d,  a-f2d,  a  +  3d-  •  -a  +  Cn—  l)d 
12  3  4  n 

die  Reihe  ist: 

t  =  a  +  (n  —  1)  <i;  s  = — ~ —  •  n. 

Auch  hat  man: 

/     .    (n-l.)d^           /.        (n-l)d\ 
s  =  ^a  + Jn:^^t 2 Jn 

a  +  t      f  t  —  ä|i^ 


Höhere  arithmetische  Reihe. 


Ist: 


ai,  as,  as,  a4  •  •  •  an 

eine  höhere  arithmetische  Reihe: 

bi,  b2,  bs,  b*  •  •  •  bn  ihre  erste, 
ci,  C2,  C3,  C4  •  •  •  Cn  ihre  zweite, 
dl,  ds,  da,  d*  •  •  •  da  ihre  dritte 

Differenzreihe,  ist  also: 

bi  =  a2  — ai,  b2  =  as  —  a2,  ci  =  b2  —  bi,  dt  =  C2  —  ci 

u.  s.  w.,  so  hat  man  das  allgemeine  Glied  der  Hauptreihe 

^-      aa^a.  +  (n-l)b.+   (n-l)(n-2)^^ 

(n-l)(n-2)(n-3) 
^  1.2.3  ^ 
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dagegen  die  Summe  aller  Glieder  der  Hauptreihe  bis  zum 
n^^  oder  allgemeinen  Gliede,  das  sogenannte  summa- 
torische  Glied: 

^'  Q        n.,   .   iLlLzÜlh       n(n-l)(n-2) 

Sn  =  nai+       1,2      bi  + j-^gTg ci +. 

Bei  einer  arithmetischen  Reihe  der  zweiten  Ordnung 

ist:  ^        n        ^ 

Ci  =  Ca  =  Cs  •  •  • , 

^^o:  dl  =  0  u.  s.  w., 

daher  ist  für  sie: 

an  =ai  +  (n—  l)bi  +  V«  (»  —  1)  (n  — 2)  ci, 

Sn  =  nai  +  Vä  n  (n  —  1)  bi  +  Ve  n  (n  —  1)  (n  —  2)  ci. 

Die    Eeihen    der   sogenannten    Polygonalzahlen    sind 
Zahlen  des  Dreieckes:     1,  3,  6,  10,  15  •  •  •, 
„    Viereckes :     1,  4,  9,  16,  25  •  •  • , 
„    Fünfeckes:    1,  5,  12,  22,  35  u.  s.  w. 

Es  ist  demnach  das  allgemeine  Glied  der  Dreieckszahlen  : 

aa-l  +  2{ii~l)+V2(n-l)(n-2)=^^-i^, 
und  das  summatorische  Glied: 
Sn  =  n+n(n-l)  +  Ven(n-l)(n-2)="-(^+-y-;^+2). 

Für  die  Yiereckszahlen  ist: 

ai  =.^  1,  bi  =  4  —  1  =  3 
^^^'  ci  «  5  —  3  =-  2, 

daher:  an  =  1  +  3  (n  -^  1)  +  (n  —  1)  (n  —  2)  =  n\ 
Sa  -=  n  +  3/2  n  (n  —  1)  -f  V»  n  (n  —  1)  (n  —  2) 

n(n  +  l)(2n4-l) 
1.2.3 
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Beispiel.     Die  höhere  arithmetische  Eeihe 
2  ,  10  ,  30  ,  68  ,-130  ,  222  .  .  • 
hat  folgende  Differenzreihen: 

8  ,  20  ,  38  ,  62  ,  92 

12  ,  18  ,  24  ,  30 

6,6,6 

0    ,    0 

0 

Für  sie  ist  daher: 

ai  =  2,  bi  =  8,  ci  =  12,  di  =^6,  ei  =  0; 

daher  das  allgemeine  Glied: 

an  =  2  4-  8  (n  —  1)  +  »V«  (n  —  1)  (n  —  2)  +  */«  (n  —  1) 

(n  — 2)(n  — 3)  +  0-  •  •, 

=  2+8n  —  8  +  6n2  —  18n  +  12-|-n8  —  6n2 
+  11  n  —  6  =  n  +  n«  =  n  (n*  4-  1), 
das  summatorische  Glied: 

Sn  =  2  n  +  4n  (n  —  1)  +  2  n  (n  —  1)  (n  —  2)  +  74  n 

(n  —  1)  (n  —  2)  (n  —  3)  =  74  n  (2  +  3  n  +  2  n«  +  n«) 

=  74n(n4-l)(n2  +  n  +  2). 

Nach  diesen  Formeln  ist  z.  B.   das  zehnte  Glied  der 
Hauptreihe: 

aio  =  10  (10*  +  1)  =  10  X  101  =  1010, 
und  die  Summe  der  ersten  zehn  Glieder: 
Sio  =  74  X  10  X  11  ( 100  +  10  +  2)  =  55  X  56  =  3080. 

Potenzenreihen. 

'Bedeutet    ^{n)    die    Summe    der   natürlichen   Zahlen 
(1,  2,  3,  4  •  •  •  n)  von  1  bis  n,   femer  -2"  (n*)  die  Summe 


43 


(l^  2S  3S  4«  .  .  .  n«)  ihrer  Quadrate,  -2"  (n»)    die  Summe 
(1^,  2^,  3^  4*  •  •  •  n^)  ihrer  Guben  u.  s.  w. ,  so  hat  man: 

I.  -2:(n)  =  V2n2  4- VäU, 

n.  2  (n^)  =  Va  n8  +  V2  n^  +  ^/e  n , 

m.  Z  (n»)  =  Vi  n*  +  \'2  n»  +  1/4  nS 

IV.  -2"  (n*)  =  Vs  n^  +  V«  n*  +  Vs  n»  —  Vao  n, 

V.  Z  (n'^)  =  Ve  n«  +  V«  n'^  +  7i2  n*  —  V12  n^ 

VI.  2:  (n«)  =  Vt  n^  +  V2  n«  +  V2  n^  —  Ve  n»  +  V*»  n. 

Ist  n  eine  unendliche  oder  sehr  grosse  Zahl,  so  hat 
man  allgemein: 

ATI.  „,  ^,         nm  +  i 


Daher: 


m  +  1  • 


^n  =V2n^ 
2:  n»  ==  Vs  n», 

^  2:n3  =  V*nS 
-2:  n*  =  Vö  n^ 


^'nV2  =  V3nV2, 

^nV2  =  V5nV2. 
^nV3  =  V5nV3, 

Die  Keihe: 
an  =  ao  +  (n  —  1)  \  +  \^2  (n  —  1)  (n  —  2)  eo  H 

dient  auch  zum  Einschalten  eine§  Gliedes  an  einer  gegebenen 

Reihe : 

ai,  a2,  a3,  ai  •  •  •, 

deren  Differenz -Reihen: 

bi,  b2,  bs,  bi  •  •  •  und 

ci,  62,  C8,  C4  sind. 
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Oombifiationen. 

I.  Pennutationen  von  n Element  =  l«2»3«4»5»««n. 

Ist  ein  Element  gmal,  das  andere  rmal  wiederholt, 

so  sind:  i     o     o     ><     c 

l«2'3'4'5**'n 

1.2-3«--g»l-2«3«4«««r 

Permutationsformen. 

n.   Anzahl    der   Variationen   für   n  Elemente    zu 
kter  Klasse: 

k 

r  =  n«n  —  1  «n  —  2»n  —  3»n  —  k  +  1. 
Bei'  unbedingter  Wiederholbariceit  der  Elemente  ist : 

k 

i'  =  nk. 

in.  Anzahl  der  Oombinationen  von  n  Elementen 
zu  k*ör  Klasse: 
k 
^ V  n»n  —  !•  n —  2«n  —  3«  •  »n  —  k-j-l 

^  ""  Y  ""  1 .2.3.  .  .k  ' 

p 

bei  unbedingter  Wiederholung  der  Elemente: 

k        n»n  +  l»n  +  2-n4-3»..n  +  k  —  1 
c= 


l«2«3-4.5*..k 

Dieses  ist  zugleich  der  Ausdruck  der  figurirten  Zahlen  des 
nten  Gliedes  der  k^^^  Klasse. 

IV.  Sollen  n  Elemente  in  zwei  Abtheilungen  a  und  h 
verlegt  werden,  (auf  jede  mögliche  Weise),  deren  eine  k, 
die  andere  n  —  k  =^  r  Elemente  enthält,  so  ist  die  Anzahl 
der  Zerlegungen  für: 

n»n  —  l«n  —  2»  •  -n  +  k  —  1 

*  1  •  2  •  3  .  .  •  k  ' 
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I« . 

^^^'  b  =  n»n  — 1  »n  — 2»n  +  r  — 1 

""  1  .2-S-  •  T 

Für    drei   Abtheilungen,    von    denen   a,   k  Elemente, 
b,  r,  G,  s  Elemente  enthalten  soll,  ist: 

kr  k  8  r  k 

CnX  Cn  — k  =  CnXCn^  k  =  CnX  en  — r   U.  S.  W. 


Cyolisohe  Funkttonen. 

Es  ist:  ■ 

■*"    1.2.3-4  ^' 

.                z*     ,     z^         z* 
A  =  z s- +  ~s 


2     '     3  4 


ex  =  1  +  X  +  - — —  + 


1.2'     1-2.3 

X  sei  =  log.  y,  so  ist,  wenn  a  die  Basis  des  Systema 
bedeutet,  &^  =  y  und: 

(l  +  a-l)nx  =  [l  +  (y-l)], 

nach  dem  binomischen  Lehrsatze  entwickelt,  gibt  dieses: 
l  +  nx(a  — 1)-| ^j^ — '-  (a  — 1)2 

nx.(nx-l)(nx-2)    .   _  ^.3  ,  ,  ' 
^  1-2.3  V»       a; 


(y  - 1) 


ä . . . 


iii[i'  btiilen  Seiten  1  subtrahirt  und  mit  n  dividirt,  gibt: 

'    '  1.2.3 

(a-1)-..., 

- 1!  - ')  +  TTT  ''■  ~  "'  +  "r.V.'s""  ''^  '>'■ 

II  ^  0  gesetzt,  gibt 
X  l(a  -  1)  -  '/i  (a  -  D'  +  '/>  (»  ~  D'  -  \\  (a  --  1)-  • .  •] 
=  Ax  =  (j-l)-V,(y-l)'+Vs(j-l)'-V.(r-l)*- 

^  -   '^  -  [(y  - 1)  -  V»  (y  -  D" + V»  (j  - 1)°  -  '/•  (y  - 1)*] 
=  log-  y, 
log.  (1  +  y)  =  -L  (y  -  Vi  y'  +  '!> y»-  V*  y'  •  •  •) 
filr  A  =  1  log.  nat.  {1  +  y)  =  y  —  '/,  y«  +  V»  y'  —  'A  y*. 
S.'tzt  man  statt  e*: 

Sil  LTiiitebt  durch  Spnderung  der  immaginiren  Glieder: 

^„ .  I  _  1  _  ___  +  ^^_^  ^  ."3V4"  =  rr:  :"ö  "  * 

+  1^^  ~  1  "."ä  7s"  +  "i ".  .  .5  ~  1  ."  .TTJ ' ' 
II.  e-^.i^C03.x-sin.Wi, 

e(ni)i  =  cos,n  .  z  +  sin,(nz)  •  i, 

111     iL-os.  z  +  ain.  z  .  i)n  =  oc«.  n  z  +  sin.  (n  z)  .  i. 
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durch  Addition  und  Subtraktion  von  I  und  11  entsteht: 
rV.  e*i  r}-  e-*i 

COS.  X  =  — 


2 

V.  .  ex.i  —  e  —  x.i 

sin.  X  = 


2i 

Durch  Multiplikation  von  I  und  II: 
VI.  1  =  cos.  x'  +  sin.  X*. 

Um  den  Werth   von  x  in  Funktion  seines  sin.   oder 
€0S.  auszudrücken: 

(arc.  X  =  Funktion  sin.  x), 

ist  aus  I  und  11: 

x  •  i  =  log.  nat.  (cos.  x  +  sin.  x  •  i), 

—  X  •  i  =»  log.  nat.  (cos.  x  —  sin.  x  i). 

Hieraus  durch  Subtraktion,  wenn  log.  nat.  kurz  durch 
log.  bezeichnet  wird: 

Vn.  1      ,       (  COS.  X  -|-  sin.  X  •  i 

X  =    ^  .    log.    : - 

2  1  \  COS.  X  —  sm.  X  •  1 

mit  COS.  X  den  Bruch  gehoben,  gibt: 

Vm.  1      ,       (  1  +  tang.  X  .  i 

X  =     ^  .     log. ' 


2  i  \  1  —  tang.  x  •  i 

Da  nun: 

,        1  +  z        _  /  z«         z^     ,     z^ 


1  — z  V  3  ö  '^ 

so  ist,  wenn  man  YIII  hiernach  entwickelt: 

DC.             1     o./^                 tang.  x^    ,    tang.  x^ 
X  =  2-.  . 2i   tang.  x ^  -    +  —^- 
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Wird  hierin  tang.  x  =  1  gesetzt,  so  ist: 

X.  1/4^=1  —  Va  +  v»  —  'A  •  •  •  ^ 

Leibnitz'sche  Reihe.    Andere  besser  convergirende  Reihen 
für  n  sind: 

tang.  30<>  =  -^,  ist  gleich  Va  "/3^ 
•  o 

also  nach  gehöriger  Operation: 


■\-^^—ii-^-\- 


6  V         3.3  '^5.32       1'%^  ^9.8* 


™-       .=2VTrfi-     1 


3  .3 

Zur  Vermeidung  der  >/  Grösse  kann  man  -^  in  ^  zwei 

4 
Bogen  zerlegen,  deren  tang.  rational. 

^'  ''*  ^  tang. «  +  A  =  _J^!^^!j?kiL. . 

1  —tang.  ff  .  tang./?' 

setzt  man:  .  ,, 

tang.  «  =  Y2, 

tang.  /?  ==  Va,. 
so  ist:  1/5,   I   1,'  " 

tang.  «  + /S  = -p-^^p»       =  1, 

1  7a    •    73 

*lso:  «  +  ^=1/471:. 

Nach  IX  kann  man  setzen: 
X  =  tang.  X  (1  —  Vs  log.  x^  +  75  tang.  x*  —  .  .  •). 
Also: 

"  ^ '^' (^  ~  T72^  +  TT^*  "~  TT  20- + ''9T28- ■- 
;9=  Vs  ^1-  --—^  +  ___  _  ___  _^  _J._ 

also:  «  +  /?=V4^und 
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«  

xm. 

^=2  II— ^r^7ir  +  ^^7^--s-^+      ^ 


2»    '    9.2» 


"~      \^          3  .  2»  ^  5  .  2*         7  . 
.±fl L_  +  _i L_+       1 


3  \  3*32    '    5*2*         7.2«    '    9-2« 

(E y  le r  *  sehe  Entwickelung.) 

Maohin'sohe  Entwickelung. 


Derselbe  setzt: 

V*  ^  —  4  «  —  /5  wobei  tang.  «  —  V»>  tang.  ß 

V289    ist 

2.     ^ 

tang.2«        Z*:"^",                   ; 
1— tang.  «*                   1 

26 

= 

5 
12* 

2  .     ^ 

12          120 
I.               tang.  4«                25          119' 

144 
mithin  etwas  grösser  als  1,  folglich  auch: 

tang.  4  «  >  tang.  V*  ^» 
also:         •  '4«>V4  7r, 

daher  sei:  ij^  jj^  ^  4^  ^^  _  ß^ 

so  hat  man: 

r      X        /^  o\        tang.  4 « —  tang. /? 

1  =  tang.  (4  «  —  /S)=  3— p^^ 5 — .       \a. 

o  ^  '^^      1  +  tang.  4  « tang.  /5 

4 
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Hieraus : 


120 


—  1 


n.  t&ng.ß 


^  tang.  4  «  —  1  ^  119 .^„^ 


tang.  4  «  +  1        JL2q 

119 


+  1 


239' 


Wenn  man  nun  «  und  ß  entwickelt,  so  ist: 


ni. 


a 


'    +    ' 


^       239   l ^         3  •  239* 


3.5*     '     5  •  5*         7  •  5« 
1  1 


•  •  • 


5  •  239* 


•  •  • 


Da  nun: 
so  ist: 

IV. 


1/4  TT  =  4  «  —  /?, 


71  =4 


1 


5  r     3.5«"^  5.5*     7.5« 


•  < 


239 


1  — 


3  •  239« 
1 


+ 


5  •  239* 


7  •  239« 


•  •  • 


oder  was  dasselbe  ist: 


V. 


^ifl f— 

5   \  3  .  100 
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+ 


42 


5  .  100* 


TT  =4  •  ^ 


7  •  100» 


+ 


239 


1  — 


1 


3  •  57121 
1 


+ 


5  •  57121« 


7  •  57121» 


+ 


•  •  • 


)• 
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Vega  hat  bei  der  Berechnung: 

Y*  ;r  =  5  arc.  tang.  V^  +  2  arc.  tang.  ^/79 
gesetzt.    Zur  Prüfung  setzte  er: 

1/4  TT  =  arc.  tang.  V^  +  2  arc.  tang.  V»- 

Hyberbolisohe  Funktionen. 

Zerlegt  man  e^  in  die  beiden  Reihen: 

X*  X*  X®  X® 

^  +  "n2"+  1-2.3-4  "^   1.-.6   "^    1...8   =^^^-^' 

"X  TC  X  X 

i»z*o       i»»»5        i«»»i        i»**y 

so  ist: 

I.  e»  =  COS.  X  +  sin.  X, 

n.  e  —  ^  =  COS.  X  —  sin.  x, 

m.       .  (cos.  z  +  sin.  z)t^  =  COS.  n  z  +  sin.  n  •  z 
durch  Addition  und  Subtraktion  von  I  und  11 

IV.                           ex  +  e-» 
cos.  X  = —  , 

V.  .  e»  — e— » 

sin.  X  =  — 


2 
durch  Multiplikation  von  I  und  11  ^ 

VI.  1  =  cos.  X*  —  sin.  X*. 

Diese  Gleichung  stellt  die  Coordinaten-Grleichung  einer 
gleichseitigen  auf  den  Mittelpunkt  bezogenen  Hyperbel 
vor,  daher  die  Benennung,  ebenso  wie  bei  den  cyklischen 
Funktionen. 

Will  man  den  Werth  von  x  durch  einen  hyperbolischen 
sin.  oder  cos.  ausdrücken,  so  hat  man  durch  Subtraktion 
von  I  und  11 

4* 


vn. 
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X  =  log.  (cos.  X  +  sin.  x) 
—  X  =  log.  (cos.  X  —  sin.  x) 

COS.  x+sin.  X 


X  =  V«  log. 


mit  COS.  X  gehoben: 


vm. 

und  entwickelt: 


X  =  V«  log. 


cos.  X — sm.  X 


1  +  tang.  X 
1  —  tang.  X 


tang.  x^        tang.  x^        tang.  x^ 
IX.  x  =  tang.xH 1 1 1 1 = 


^          ,           /,   ,  tang.  X»      tang.  x*   .    tang.  x^       \ 
X.  x=tang.xl  IH 1 1 1 1 1 •••  1. 


Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten, 

an  einigen  Beispielen  erläutert. 

1.  Beispiel.    Es  soll: 

.  a  +  b  x^ 


G  +  dx 
in  einer  Eeihe  nach  den  Potenzen  von  x  entwickelt  werden. 

I-   !Lt^^==A  +  Bx  +  Cx*  +  Dx8+..-, 
c  +  dx   . 

a  +  bx8  =  cA  +  GBx  +  cCx*  +  cDx8 

dAx  +  dBx«  +  dCx», 


also: 


0  =  cA 
—  a 


+  cB 
+  dA 


x+cC 

x  +  dB 

—  b 


x'^  +  cD 
x^  +  dC 


X 
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Soll  nun  die  linke  Seite  für  einen  reellen  Werth  von 
X  =  Null  werden,  so  müssen  sämmtliche  Koeffizienten 
=  0  sein,  daher: 

c  A  —  a  =  0,  also  A  =  — , 

c 


dA  +  cB  =  0,     „    B  =  ^ 


cC  +  dB  — b  =  0,     „    C  = 


b  c^  +  a  d» 


Tk  I  j  n      A  r.        d  (b  c«  +  a  d*) 

c 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  der  Grieichung  I,  so 
hat  man  die  verlangte  Entwiekelung. 

2.  Beispiel.    y8ei  =  f(x),  so  kann  man  auch  x  als 
eine  Funktion  von  y  betrachten  und  x  =  f  y  setzen. 

Es  sei: 

v8  v5  ^7 

+  ... 


I.  y  —  X  — 

2-3  ^ 

x^ 
2.3.4.5 

x' 

1 

•  •  < 

•  7 

Man  setze 

• 
• 

n.       x  = 

A  +  By 

+  Cy«  +  Dy« 

•  • 

• 

Da  in  I.  für  x  =  0  auch  y  =  0  wird,  so  muss  auch 
A  =  0,  sein;  für  x  =  —  x  wird  y  auch  =  —  y.  Da  sich 
die  Zeichen  der  rechten  Seite  alle  umkehren,  so  können  in 
der  gesuchten  Entwiekelung  nur  ungerade  Potenzen  vor- 
kommen und  es  föUt  die  gesuchte  Reihe  unter  die  spe- 
zielle Form. 

in.  x  =  ay +  by'-i- cy^  +  dy^  •  •  •. 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  x  in  die  Gleichung  I 
und  bringt  y  auf  die  rechte  Seite,  wodurch  die  Gleichung 
auf  0  gebracht  wird,  so  kommt: 
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0  —  a 
—  1 

y  +  b 

Vea» 

y'  +  c 

Vt  a«  b 

y^  +  d 

—  V«  a«  c 

+  V120  a* 

V«  a  b* 
-{-  Vs*  a*  b 
—  760*0  a^ 

Es  ist  also: 
a  —  1  =  0,  also  a  —  1, 

b  —  Ve  a«  =  0,  also  b  = 


2  -3  ' 


1  .3 


c  —  V«a*b  + V"o=Oalsoe==-^r — -. — ^, 

d  —  V«  a^  c  —  Vs  a  b«  +  V«*  a*  b  —  Vßoio  a^  ^  0, 
also :  ,  1  •  3  •  5 


d  = 


durch  Substitution. 


2  .4*6«7 


IV.  ,1     ,  ,     1.3     ,  ,     1.3.5    - 


2.3 


2. 4. 5 


2.4.6.7 


*  •  •. 


Die  Reihe  I  war  die  Entwickelung  von  sin.  x,  also  die 
Reihe  IV  die  Entwickelung  von  arc.x=8in.  =  y,  d.  h. 
die  Entwickelung  des  zum  sin.  =  y  gehörigen  Bogens. 


3.  Beispiel. 
y  sei  =  1  +  X  + 


1  .2 
Es  ist  zu  finden: 


+  -.— , 


x^ 


1.2.3 


+ 


X' 


1.2.3.4 


•  •  •. 


x  =  f(y), 

Die  zu  suchende  Reihe  kann  nicht  nach  den  Potenzen  von 
y  fortschreiten,  weil  y  nicht  =  f  x,  sondern : 

y-l  =  f(x), 

daher  kann  auch  nur  gesucht  werden: 

x  =  f(y-l). 
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Ist  nun: 


X*      .  X*  .  X* 


I-  z"=y  — ^  =  ^  +  T-^+  1    o,o-  + 


•  •  •. 


1*2  '    1*2.3    '   1«2«8«4 
so  ist: 

n.  x  =  az  +  bz*  +  cz*  +  dz*. 

U  und  1  substituirt  und   das  vorige  Verfahren   aus 
Beispiel  2  angewendet  gibt:« 

HL  x  =  z  —  V2Z*  + Vbz'— V*z**  •  •, 

IV.        x  =  y-l-V2(y-l)^  +  V8(y-l)' 


V*(y-i) 


4 


•    •    • 


In  der  oben  angeführten  Reihe   erkennt   man   leicht 
die  Entwickelung  von  e^,  also: 

y=-e»-=f(x), 

und  da  x  nach  m  =  f  z  =  f  (e^  —  1), 

so  ist  die  obige  Reihe  als  eine  Entwickelung  der  Potenz 
y^  anzusehen.    Dann  ist  x  der  Modul,  also: 

—  1  +  y  =  f  Modul  =  fz  =  f(y  —  l)  =  fx 

und  da  x  =  f  z  =  f  (y  —  1). 

4.  Beispiel.    Entwickelung  von  a^: 

äx  =  (1  4-a  — l)n.  — , 

n 

nach  dem  binomischen  Lehrsatze: 
[1  +  (a -  l)]n=  1  +  n  (a -  1)  + -5^5^  (a  _  1). 

nach  Potenzen  von  n  geordnet: 


^1 +  (»—!) 

«+7i(a-l)" 

n"+7.(a 

-!)■ 

-'/■(."  !)■ 
+  '/.(.- 1)' 
-V.(.-l)' 
+  etc.  Oder: 
n +  («-!)]  • 
-1+       i 

-7.(a-l)" 

+  ''/"(a-l)' 

etc. 

n      +      B 

-7.(a 
etc. 

n'     + 

-1)' 
C 

■0  ist: 

i- (.- l)-V>(«-l)' +  '/.(•- 1)"- 7.  (» 

-1) 

Erheilt  man  die  Gleicliung; 

[l+(a-l))._H-Aii  +  Bn'  +  Cii" 

auf  beiden  Seiten  zur  Potenz  -^,  bo  iat: 

[l  +  (.-l)]— l  +  n(A  +  Bn  +  Cn.  . 

)*, 

nnd  wenn:              Bn  +  Cn'---— z 

gesetzt  wild,  so  iat: 

[!  +  (■ 

~l)l"-l+n 

A  +  z) 

1.1  +  (a-  1)]"  -  ^-  =  a'  =  1  +  -^  .  n (A  +  I) 

/'.^—i  i.A_i.iL_2 

+  ---PT— »■'^+"'+°      °  1.2.3°-    - 
„.(A  +  z)-..., 

a._l  +  i(A  +  z)+  AtjO.(A  +  z)> 
■:■'('-')('—'■■)...■.■.,■... 


57 


n  ist  eine  von  x  unabhängige  Grösse,  kann  daher  »»  0 
gesetzt  werden,  dann  wird  auch  z  =  0,  und: 

Wird  A==l'und  x  =  l  gesetzt,  so  hat  man: 

11  1  ' 

e=l  +  l  +  ^rV+     .00     + 


1.2     '     1.2«3     '    1«2.3«4 
als  Basis  des  natürlichen  logarithmischen  Systems: 

=  2,718281828459, 
dessen  Modul  =  1  ist. 

5.  Beispiel.    Entwickelung  des  sin.  und  eosinus.    Die 
Keihe  für  sinus  x  muss  von  der  Form  sein: 

I.  sin.  x=p=ax  +  bx^  +  cx*»  •  •, 

weil  der  sin.  farx  =  0  auch  gleich  0  wird,  und  der  sin. 
für  —  X  auch  =  —  wird,  daher  nur  ungerade  Potenzen. 

n.  COS.  x=l  +  ax*  +  bx*  +  cx' 

ans  ähnlichen  Gründen. 

Wenn  x  unendlich  klein  ist,  so  ist: 

sin.  X  =  X 

und: 

sm.  X 

sm.  X  =  a  X,  also =  a  =  1. 

X 

Demnach  ist  der  erste  Koeffizient  a  bekannt. 
Man  hat  also  die  speziellen  Formen: 

HI.        sin. x  =  x  +  bx*  +  cx^  +  dx7  •••, 
rV.         cos.  x=l  +  ax*  +  bx*  +  cx^»  •  • 
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Es  ißt:  1  =- sin.  x^ -i- €08.  x^ 

V*  sin.  2  X  =  sin.  x  •  eos.  x. 
m  und  rV  quadrirt  und  auf  0  gel^racht,  gibt: 

V. 


0 


/      1        x^  +  2b   ;x*  +  2c 
\  +  2a'        +2V!     4-     b^ 


+  a'2 


4- 2  c' 
4-2a'b' 


x«  +  2d      x» 
+  2bc  I 
+  2d'    1 
+  2a'c' 
+     'b* 


m  und  IV  multiplizirt : 


VI.  V»sin.2x  =  x  +  b 


x^  +  c 


x^  +  d 
4-a'c 

-fc' 
Setzt  man  in  HI  statt  x,  2x,  so  hat  man: 


+  a'b 


X' 


Vn.    V8sin.2x==x  +  4bx3  +  16cx^  +  64dx^  •  •  • 

In  V  müssen  die  Koeffizienten  alle  =0  sein;  in  VI 
und  vn  müssen  die  mit  gleichen  Potenzen  verbundenen 
einander  gleich  sein. 


Es  ist  also: 
2  a'  +  1  =  0,  folglich  a'  = 


v«, 


b-i-a'  =  4b, 


b  =  — 


2b  +  2b'  +  a'2  =  0,  folglich  b'  =  + 
c  +  a'  b  +  b'  =  16  c,  folglich  e  ==  +  - 


2.8.4  ' 

1^ 

2.3.4-5    * 

1 


2  e  +  b«  +  2  c'  +  2  a'  b'  =  0,  folgl.  c'=  —  -- - 

2.3.4.5.6' 
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d  +  a'  c  +  b'  b  +  c'  =  64  d,  folgl.  d  =  — 


1 


7   ' 


2d  +  2bc  +  2d'  +  2a'  c' +  b'«  =  0,  folgUch  d'  = 

+  -n ^^  etc. 


•  • 


8 


Formel  aus  der  Differenzial- Rechnung. 

£iitwic>k«lung  der  Taylor'schen  Eeihe. 

Man  sucht  eine  Entwickelung  von  f  (k)  +  i  nach  den 
Potenzen  von  L  Die  eingeklammerte  Grösse  bedeute  stets 
die  variable,  die  andere  die  eonstante.  Man  setze  und 
entwickele: 

f(x)  +  k  +  i  =  a  +  b(k  +  i)+c(k+i)«  +  d(k+i)8.-  = 


a 

bk 

€k« 

dk« 

ek* 

f  k^ 

gk» 

•  • 


b 
2c  k 
Sdk* 

•  •  • 

•  •  • 


c 

3dk 

6ek« 

10  f  k* 

15  gk* 

•  •  • 

•  •  • 


m. 


i^ 


d 

4ek 

10  fk« 

20  gk« 


IV. 


i« 


e 

5fk 
15  gk« 

•  •  • 

•  •  • 


V. 


I.        n. 

Femerist:  if(x  +  k)  +  i 

=  A  +  Bi  +  Ci«  +  Di3... 
Also:       A==  Summa  der  Eeihe  I, 

B  =     „        „      „    n  u.  s.  w. 

Hieraus  ergibt  sich,  dass  die  Koeffizienten  AB  •  •  • 
a  b  •  •  •  nur  von  der  variabeln  Grösse  abhängen.    Daher 


i  Bt«tB  gleich  bleiben. 

A  =  f(i  +  k) 
und:  a  =  f(i). 

Um  nun  die  andern  Koeffizienten  t.u  finden,  differensire- 
man  die  Reihen  I,  H.  m  u.  8.  w.,  so  kommt,  wenn  man 
Btatt  der  Summe  der  Eeihen  die  BuchBtaben  Ä,  B,  C  u.  b.  w. 
schreibt: 

-^y  =  b  +  2ck  +  3dk'  +  4ek'..-  =  lB, 

-i|-  =  2c  +  8dk  +  12ck» 2C. 

_|^  =  3d+12ek  +  30fk  .  .  .  =3D, 
-^  =  4e  +  20fk  +  60gk'.  .  .  =  4E, 

Setxt  man  i  ^  0  und  bezeichnet  die  DifFerenzlal- 
quotientBn  Ton  fk  mit  Ak,  A'k,  u.  a.  w.,  so  hat  man: 

A  =  f(k) .  f k 

B_  d'fk 
^ d^ 


.  Ak, 

d'fk 

i.adk"     ■  • 

A'k 

d'fk 

A'k 

1.2-3dk» 

■    1.2.3  ' 

a*fk 

A'k 

1.2.3.4dk*   ■ 

•     1.2.3.4 
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Also: 

oder  anstatt  k»  x  gesetzt: 

.     ,   .      ^     ,     dfz  .  .    d'fx        i«      .     d«fx 


di       '      dx«       1-2    '      dx« 


i» 


1«2.3 


Setzt  man  fx  =  fO  +  x,  so  entwickelt  sich  hieraus 
sehr  leicht  die  Maclanrin'sche  Reihe. 

Man  hat  demnach  zwei  Hauptreihen,  die  in  der  höheren 
Mathematik  eine  vielfache  Verwendung  finden,  nämlich: 

a)  die  Taylor'sche  Reihe. 

4^/     .   -^      ^     .    ^^^  .  .     d^fx        i«      ,     d»fx 
f(x  +  i)«fx  +  -5— -i+-^-;:i~--r-H-  + 


dx       •      dx«       1.2    '      dx« 


i« 


1-2.3 


und  wenn  f  (x  =  0)  den  Werth  von  f  x,  wenn  darin  x  «=  0 
ist,  bedeutet: 

b)  die  Maclaurin*sche  Reihe. 
.         .,        ^,,     dfx  =  0        .    d«fx  =  0       x> 

,    d8fx  =  0  x» 

-r 


dx»  1.2.3* 

dfx 


heisst   der   Differenzialquotient    oder   die   ab- 


dx 
geleitete  Funktion  1.,  2.,  3.  u.  s.  w. 
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Entwickelung  des  sinus  und  eosinus. 


d  sin.  X 
~dT~ 

d^  sin.  X 
"~dx8 


=  COS.  X 


d*  sin.  X 


d  cos.  X 


COS.  X 


dx 

d*  sin.  X 
~d~x^^ 


dx 


=  —  sm.  X 


d®  sin.  X 


dx* 


=  —  sm.  X 


=  sm.  X 


dj  sin.  X 


d^  sin.  X 
~d?" 


=  COS. X 


dx' 


=  — cos.x. 


Dieses  wären  die  sieben  ersten  Differenaialquotienten. 
Hierin  x  =  0  gesetzt  und  nach  der  MaclÄurin'schea 
Reihe  entwickelt  gibt: 


r3 


sm.  x  =  x 


1.2.3 
und  auf  analoge  Weise: 


+ 


r 


ö 


X' 


•  •  • 


7   ' 


X                        X 
cos.  X  ==  1 z — ^  +  -z j- 

1.2  1««.4 


X' 


e 


»  •  • 


6 


•  •'  • 


Entwickelung  des  Bogens  x. 

d  tang.  X  =  sec.  x*  d  x  =  (1  +  tang.  x*)  d  x, 
tang.  X  sei  =  t, 
so  ist:  dt  =  (l-|-t«)-dx, 

oder  das  Differenzial  des  Bogens: 
=  d  X  =  d  arc.  x  = 


dt 


2   » 


oder  deutlicher: 

d  arc.  tang.  s=  t 


dt 


1  +  t 


=  (l  +  t«)-\ 


a.  h.:  x  =  f  •t(l  +  t»)-i  =  l~t»  +  t*  — t«  +  t» 
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Nuft  sei    der   1*«  Differenzialquotieat    mit    f^x   be- 
zeiehnet  n.  s.  w.,  so  ist: 

.    f*x-=l— t«  +  t*— t«  +  t8— t^^  +  t^»..., 

f2x  =  — 2t  +  4t«  — 6t^  +  8t^.--,  d.  h.  =  dfix, 
f»x  =  --2  +  3»4t2  — 5«6t*+7-8t«..., 
f*x  =  2*3-4t  —  4-5-6t»  +  6-7-8t*»*., 
f»x=«2*3-4  — 3•4•5•6t  +  5•6•7•8t*••• 
Nach  MaQlaur  in 'scher  Eeihe  estwiekelt,  ist: 
arc.  X  ==*  f  •  (t), 

x^t-2  +2.3.4--^—..., 

arc.x  =  t  —  Vst«  +  75 1^  —  V?  t'  +  Vet^*  •  v 
Für: 

t  =  1  ist  X  =^  V*  ^  =  1  —  V«  +  'A  —  77  •  •  • 

Entwickelung  der  Binomialreihe. 

(a  +  x)ii 


sei  gegeben,  so  ist: 
d(a  +  x)n 


=  n'-(a  +  x)tt  —  i, 

=  n»n  — l(a  +  x)n  — 2, 


dx 

ja*Ja  +  x)a 
d'?~" 

— ^-^^==n-n-l.n-2(a  +  x)n--3, 

d*(a  +  x)n  ,  ^  «    ^     .     ^       . 

— ^^-^^==n*n  — l*n  — 2*n  — 3*(a  +  x)n-4 
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Nach  der  Maclaur in' sehen  Eeihe  entwickelt: 

n«n  —  I»att--2x» 


(a  +  x)a=att  +  n-att  —  ix  + 

+ 


1.2 
n«n —  l»n  —  2«ao— -Sx* 


Entwickelung  der  Exponentialreihe. 
a»  soll  entwickelt  werden: 
d(a)*  =  a»  +  i  — a3t  =  a»(ai  — 1)  •  ai  =  (l  +  a  — l)s 
also : 

ai  =  [l  +  (a-l])i  =  l  +  i(a-l)  +  i:i=l.(a-l)», 
also: 
ax  .  (a i  -  1)  =  ax  [i  .  (a  -  1)  +  ~~^  (ä  —  1)« 

ax  +  i  — a»  ,        ^,  .     i  — 1   , 

=  ax(a-l)+— — L(a-i)«  + 


i  -    ^"       -/    .         2 

i  — l-i  — 2 


1.2.3 
ir=0  dann  ist: 


(a-1) 


8  .    .    • 


ij^==ax(a-l)-Vs(a-l)^+V8(a-l)3 

-^  V*  (a  —  1)*  .  .  . 

Die  Grösse  zwischen  der  Klammer  ist  von  a  abhängig* 
also  constant  daher:  ' 

d(a)x 
,        =A  •  ax 
dx 
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2u  setzen: 


dx^ 


d'*ai       ,« 
,    o    =  A«  a^ 
dx 


s 


U.    9.    W. 

Nach  der  Mac  lau  rin' sehen  Eeihe  entwickelt,  ist: 

,    ,    ,      ,    A«x2    ,      A«x«      ,      A*x* 
i-TAA-r    j,2    ^   1.2.3   ^    1..^4 

nnd:     A  =  (a  —  1)  —  V2  (a  —  1)«  +  Vs  (a  —  1)« 

A  ist  der  Modal  der  Exponentialreihe.    Setzt  man: 

• 

A  und  X  =  1, 
-so  erhalt  man  den  Beweis  des  natürlichen  Logarithmen- 
systems:  e  =  2,71828. 

Entwiekelung  der  logarithmischen  Reihe. 
Nach  dem  Vorigen  war: 

-^  =  aP  j  (a-  1)  -  Vs  (a-ir  + V3  (a-  1)'  •  •  •}, 
=  aP  •  A. 
Nun  sei:  aP=x 

so  ist  für  die  Basis  a: 

p  =  log.  X  und  d  p  =  d  log.,  x, 

a  a 

^Iso : 

=  X .  A,  also 7-  =  d  log.  X. 


d  log.  X  *     '    '      X  •  A 

I.  ,,  1      dx 


66 


und: 


d  log.  X 


dx 


1      1 
X'x' 


hieraus  folgt  durch  differenziren  der  1.,  2.,  3.  Differenzial- 
quotient: 


d  log.  X 


dx  A     X 

d^  log.  X 


dx-^ 
d^  log.  X 


1       1 
A  •  X»  ' 


--==  + 


d*  log.  X 


dx* 
d*  log.  X 


A 


2>3 

X*     * 


_    _a  _,     1     2»3'4 

d  x^'    '  ~  "*"  A  *      x^      '^ 


d®  log.  X 


2.3.4.5 


dx^ 


n.      log.  X  +  z  =  log.  X  + 


dx« 


x^ 


1   fz        ,     z« 


AI 


/■>  ^  +  V» 


X 


'*  x*r 

Setzt  man  x==  1,  so  hat  man: 
in.    log.  1  +  z  =  -i^  I  z  —  V«  z'  +  Vs  z»  —  V*  z*- ) 

A  war  nach  dem  Vorigen  der  Exponentialmodul  für 
die  B.asis  ==a,  setzt  man  ihn  =1,  so  bezieht  sich  der 
log.  1  +  z^  auf  die  Basis  =  e  und  dann  ist: 

IV. 

log.  (1  +  z)  =  log.  nat.  1  +  z  =  z  —  V«  z*  +  Va  z*  —  V*  z*- 
e 

Vergleicht  man  IV  mit  der  Reihe  für  A,  so  ist: 

A  =  log.  nat.  &f 
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und  es  ist  also,  wenn  log.  (1  +  z)  so  .viel  heisst,  als  der 

a 

auf  die  Basis  a  bezogene  log.  von  1  +  z : 

V.       log.  (1  +  z)  =-^3^^^-  -.log.  nat.  1  +  z. 


Integralrechnung.     Fundamentalformen. 

I.  Integral  von  du"/  (1  •+  u^). 

Man  setze: 

y  l  +  u«  =  z  —  u, 

so  ergibt  sich  u  =  z^  —  1 

~~2z         ' 


also:         ,  dz^  —  1         _  z^  +  1 


d u  =  -   ^  _ =  d u  =  .dz, 


duyi  +  u*=—  -„'     •dz=V*Z'dz 

4  z'* 

+  V2Z-idz  +  Viz-^dz, 
nnd  nun  integrirt: 

A  u  yT+ u2  =  Vs  z*  —  V8  z  -  2  +  1/2  log.  z, 

«d«'=        -=Vs(z+^')(z-;)+'Mog.z. 
Da  nun:  ^r^    , — .7- 

z  —  u  =  y  1  +  u^, 

80  ist:  / 

z='— u  +  Vl+  u^. 
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Dieses  substituirt,  gibt: 

d  u  y  l  +  u^  =  V»  (2  u  •  2  yT+"u>)  +  Vj  log.  z, 
und  nach  gehöriger  Vereinfachung: 

d  u  yi  +  u« = v»  (u  y  1  +  u^) + log.  (u  +  yTFu«), 


ß 


/ 


n.   Integral  von  duyi  — u*. 


In  der  Figur  24  seien  die  Ordinaten  der  Punkte  a,  a' 

resp.  X  y  und  x'  •  y  •  b  b'  sei  unendlich  klein,  also  =  d  x;  der 

Flächeninhalt  von:  v     j       « 

a  b  c  d  =  S, 

-n*  e\A  SO     IST):  . 

^'«^  24.  d  S=  d  X  y  1  -  X», 

ä       oder: 


/"dxyi— x2=s, 


also: 


und  wenn  man  die  Abscisse  anstatt  mit 
X  mit  u  bezeichnet,  so  ist: 

/duyi— u2  =  S. 

Es  ist  aber: 

S  =  i/s  u  y  1  —  u^  +  V«  arc.  sin.  (=  u). 


y  d  u  y  1  —  u^  =  V«  [u  y  1  —  u«  +  are.  sin.  (==  u)]. 


in.    Integral 


du 


Es  ist: 


yr 


u^ 


also: 


d  sin.  «  ==  cos.  «  •  d  «, 
d  sin.  n 


cos.  n 


=  d  «, 
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setzt  man: 

sin.  «  =  u, 

80  ist:  j  •     /       \ 

d  «  =  arc.  sm,  (=  u) 

und:       /'d  sin. «         /*      du  .     /       > 

/ =  /    ,  =  =  arc.  sm.  (=  u). 

J    eos.  «         t/  y  1  —  n* 

udu 


IV.     Integral 


V  1  —  u^  * 

Man  setze:  > 

■/T^u2  =  z, 

dann  wird:  , 

u = y  1  —  z^ 

und:  j  j 

u»du  =  —  zdz, 

also:  .  j 

udu  zdz 


V  1  —  u2  z 

jyi_u2     ^     z        y 

=  —  y  1  —  u^. 

Folgendes  sind  nun  Pundamentalformen. 
I.     /du  y  1  +  u«  =  Va  (u  yT+~?+  log.  u  + 

n.    yd  u  y  1  — u«  =  72  (u  y  1  —  u«  +  arc.  sin.  H  ^)» 
Ell.       ,  -  ==  arc.  sin.  (=  u), 

[V.     ■         =  --  y  1  —  u^  ' 
y  1— u« 
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Differenzialformeln. 

1.  d  (a  +  u)  =  d  u, 

2.  d  (a  u)  =  a  •  d  u, 

3.  d(u  +  v4-w+'*')  =  du  +  dv4-dw+-*»; 

4.  d  (u  v)  =  u  •  d  V  +  V  •  d  u, 

5.  d(uvw)  =  uv»dw4-vw»du  +  uw»dv, 

6.  u  v»du  —  u»dv 

d-  Y'  ' 

7.  duv  =  uv  — 1  (ulnu  •  dv  + V  •  du), 

8.  dum  =  mum  — 1  •  du, 

9.  d  a«  =  all  1  n  a  •  d  u, 

10.  dlog.(»)u  =  — ^ du, 

ulna 

11       ;n  du 

11.  dlnu  = 


u    ' 


12.  d  sin.  u  =  cos.  u  •  d  u, 

13.  d  COS.  u  =  —  sin.  u  •  d  u,  Quadranten : 

14.  d arc.  sin.  u  =  +  -J^^,  ^^    °'    ™'   ^' 

■/l-u»  +     -    -     + 

15.  d  arc.  COS.  u  =  ^ ~ 

VIT^^'  '  _    _    +     4- 

16.  dsec.u=-?^HiildiL 

COS.^  u       ' 

17.  dcosec.u  =  --^??:^LliJL 

sin.^u      '  Quadranten: 

18.  darc.sec.u=:F-  -4^-_  Ij    H;    HI;   IV; 

uVu2  —  l'  __     +     _j_     — 


19.    d  arc.  cosec.  u=  + 
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Quadranten: 
du  I;    H;    ni;   IV; 


uVu^  — 1  +     + 

20.  d  tang.  u  == s — , 

COS.*  u 

21.  d  eotang.  u  = ^^t^^ — , 


22.    d  arc.  tang.  u 


sin.^u 
du 


l  +  u*  ' 

23.    d  arc.  eotang.  u  = — ; — r-. 

1  +  u-* 


Integralformeln. 

1.  /a-dx  =  a/dx  +  C  =  ax  +  C, 

^      r  xn  +  i  /^dx  1    ,   ^ 


X''  x 


J  y  X 
a     /-^  =  lnx  +  C, 

4.  /e^  •  dx  =  e^  +  C, 


/a^c 
a^  •  d  X  =    ,  _  — h  C,  Quadranten : 


6 


.     dx  ^''^  ^'    ^'    ™^  ^' 

.     /    , ==  -1-  arc.  sin.  x  +  C,     +     —    —     + 

t/-|/T^x*      ■" 

►7.     /    , zi:  =  41  arc.  COS.  x  +  C,     —    —    +     + 

t/  y  1  —  x*        ^ 
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9.  Integration  durch  Theile  :/u-dv  =  uv—  /vdu^ 
wenn  u  und  v  Funktionen  von  x  sind. 

10.  /a  +  bx^   =  y^ •  arc.  tang. |/ Y ' ^  +  ^' 

1  x-/b"-l/^=^       ^ 

= ,  1  n -r= ,  -r  ^r 

2y  — ab        xyb  +  y— a 
für  den  Fall,  dass  a  negativ  ist. 


1    i,v±±iX=y 


2y  — ab        l/a  — xV  — b 
wenn  b  negativ  ist. 

11.   / — r^ — i r  = ,  —  arc.  tang. 

^a  +  bx  +  Gx^  Wa         h* 


+  C, 


c  1/  — 


2g 

2GX  +  b 

l/4aG  — 2b^  "^  ^* 


=  ^(l/I+b-x)3+C;/-^^=, 
3b  */ya  +  bx 

2 

=  ^]^0)x-2a)  Va  +  bx  +  C, 

13.  /Vl  +  x«.dx=|-VT+7  +  V,ln(x  +  yr+i2) 

+  c. 


73 


*     ,  14.  yV  1  —  x^  •  dx=-|-  y  1  —  x«  +  72  arc.  sin.  x  +  C, 
15.  yV  a^  —  X«  •  d  X  =  y  V  a^  —  X»  —  V«  a'  arc.  tang. 


V~8^ 


X' 


X 


16. 


fi 


dx 


+  C. 
1 


1  n  (b  +  c  X 


■'•/ 


Va  +  bx  +  cx^         y  c 

+  2VTya  +  bx  +  cx2)  +C, 
dx  2 


ya  +  bx  —  cx^  V~c~ 

y^  y  a  +  bx  —  cx^ 


arc.  tang. 


X 


VT 


+  c, 


= 7=rarc.  tang 

yr 


.K5 


2cx  +  b  +  y4ac  +  b2 


2cx  — b  +  y4aG  +  b2 

+  c, 

1  .         2gx  — b  . 

arc.  sm.  —  —  +  C. 


y~G  y4ac  +  b2 

18.  Die  Berechnung  von 

x^i .  dx 


/- 


a  +  b  X  +  c  X* 
geschieht  mittelst  der  Eecursionsformel: 

dx       xm-iX       (m— l)a  /"xm-2dx      (2m  — l)b 


me 


mc 


9 


2mc 


:  / =p ,  wenn  X  =  y.a  +  b  x  +  c x^  ist. 


X 


20. 
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y^-~Ma  +  bx)n.dx=  (ST[-S)F 

(m  — 1)^   X  Am-2(a  +  bx)a^dx. 

(m  ~  n)  b       J 

Zur  Reduktion  des  Exponenten  von  a  +  ^  x  dient  die  Formel: 

/x"a(a  +  bx)a    ,      na 
xin-i(a  +  bx)ii.dx  = -^^^ ^:S+^ 

/xm— i(a+bx)ii— !•  dx. 
).,  /sin.  X  •  d  x=  —  COS.  x  +  C;  /  cos.x  •  dx=sin.x  +  C. 

22.  r4£.=intg.  ^+  C;  /lAiL=^intg.(-J  +  -|-) 
y  Sin.  X  *=    2    '      V  €0S.  X  \  4        ^  y 

+  C.  . 

^„     /'sin.  X  .  d  X  ,  ,   ^     /^  COS.  x  -  d  x 

23.  / =  —  In  cos.x +  C;   / -, 

J       COS.  X  J        sm.  X 

=  1  n  sin.  X  +  C. 

sin.  X  COS.  X  •  d  X  =  V2  sin.*  x  +  C ;  / — ; 

'  J   am.  X  COS.  x 

=  1  n  tang.  x  +  C. 

25.  /  tang.  x  •  d  x  =  —  1  n  cos.  x  +  C ;  /  cotang.  x  •  d  x 

=  1  n  sin.  X  4"  C- 

26.  /x  sin.  X  •  d  X  =  —  x  cos.  x  +  sin.  x  +  C; 
/  X  COS.  X  •  d.x  =  X  sin.  x  +  cos.  x  +  C ; 
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0-7     /*  •    «       j                sin.a— ixeos. 
J                                           n 

X         n  —  1 
n 

/  sin.^— 2x  •  dx, 

C              ,            sin.  xcos.^i— ix 

/  GOS.  n  X  •  d  X  —  

J                                      n 

+  V 

/  cosii— 2x  •  dx. 

^g     /'     dx                           cos.x 

n       2 
c     '    n      1 

'  J    sin.  11 X               (n  —  1)  sin.» — i  ] 

r     dx 
y  sin.n-2x* 

r     d  X                         sin.  X 
J    Gos.i^x           (n  —  1)  cos.ii— 1  X 

^  n      1 

/*     dx 

J  COS.ii  — 2x  ' 

• 

--     /*sin.ax»dx         A                 , 

tang.n— ix 

/  tang.a--2x.  dx, 

/cos.^x-dx        /*    ,               -            cotang.tt— ix 
: =  /  cotang.*ix-dx= = — 
sin.nx          J                                      n  — 1 

—  /  cotang.ii— 2x  •  dx. 


-A 

dl 

4-"b  C08 

1 

^^In 

1  +  « 

m...  +  W-a'.ta.i 

,  +  bc«i.i 

1 

^{b  +  c«s.j) 

y-bT 

^" 

'■   "" 

y.--b'.m.x 

-/•' 

c  sin  X 

ds  = 

xarc.  s 

ii.i±>'l="?+0. 

Quadranten : 

I;    H;    nl;   IV; 

+ + 

-/■ 

C.CO..I 

.di-= 

IU..C 

o...Tyi-i"+o, 

I,  ni  ni;  ivi 

38,    farc.tang.!fdi  =  xarc.tang.x  — V«ln{l  +  s')  +  Cr 
34.    /'aro,cotg.i.di=iarc.cotg.x+VäIii(l  +  i')  +  C, 
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n 
n  ~2^ 


'.    /sin.2x«dx  =  2   /sin.^X'dx, 

0 
n 

L    y  COS. 


37. 

0  0 

n 

38.    y  COS.  X  •  d  X  =  0. 

0 


39     ^^  ^" 


/^        dX  _      TT 

V    a«  +  x^  ""  2  a  ' 


0 
a 


./   Vi— x^        2 


0   V 


00 

.  ^     C  sin.  b  X   ,  TT 


0 

00 


.^     rcos.  bx    . 
42.    / d  X  =  00  , 

0 


00 

43 

8 


00 

.    /  c  — x^  •  dx=  V^  V^^ 


Unbestimmte  Formen. 


1.  Ist      \\  für  X  =  a  von  der  Form-r-,  so  erhält  man 
V/(x)  0 

den  wahren  Werth,  wenn  man  in: 

dv(x)    ^„a    ^  '^')   ;  X  ^  a  setzt. 


d  X  d  X 
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Bleibt  auch  hierbei  der  Bruch  von  der  Form  — ,  so 

hat  in:  ÜJ^  „„,  .dllAjx)^ ,  ^  ^  , 

d  x^  d  x^ 

zu  setzen  u.  s.  w. 

2.  Ebenso  verfährt  man,    wenn  ein  Bruch  unter  die 

Form  -^  kommt. 

3.  Wenn  in: 

(f  (x)  •  1//  (x)  für  X  =  a, 

y(x)  =  0 

^n^-  t/,  (X)  =  00 

wird,  so  setzt  man  zur  Ermittelung  des  wahren  Werthesr 

und  erhält  dann  den  Fall  ad  1. 
4)  Nimmt  der  Ausdruck: 

y(x)^/'W  für  x  =  a 
die  Form:  ^,.  ^„.   ^, 

an,  so  ist,  wenn  man: 

sexz u •  i  /  \     ^         ^ 

ln*y  =  i/;(x)  .Iny-(x). 
mithm: 

y  =  C  'A  (x) .  1  n  (f  (x)^ 

Setzt  man:  ,         ,  .       ^ ,  , 

1  n  y  (x)  =  f  (x), 

so  erhält  man: 

wobd^  es  sich  nur  noch  um  die  Bestimmung  des  Werthea 
es  Exponenten  handelt.  ^  vverxne» 
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Maxima  und  Minima. 

1.  Um  zu  ennitteln,  für  welchen  Werth  von  x;  f  (x) 
ein  Maximum  oder  Minimum  werde,  setzt  man: 

dfW=0 
d  X 

und  löst  die  Gleichung  in  Bezug  auf  x  auf.    Wird  dabei: 

d^  f  (x) 
dx^ 

positiv,  so  ist  der  ermittelte  Werth  ein  Maximum.    Andern- 
falls —  wenn  negativ  —  ein  Minimum. 

Wird:  d^  f  (x)   _     . 

dx^      ~^* 
so  ist  auch:  ab  4fr  \ 


nnd  es  entscheidet  dann  das  +  oder  —  Zeichen  bei: 

d^  f  (x) 

dx* 
nber  Maximum  und  Minimum. 

2.  Wenn  f  (x,  y)  gegeben  ist,  so  bildet  man  die  Diffe- 
,    renzialgleichung:  ^  ^  ^  ^ 

"3 — •dx  +  -3 —  .  dy  =  0 
dx  '     dy        *^ 

und  setzt  in  dieselbe :      a  y 

— ^—  =  0 

X 

Man  erhält  alsdann  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y. 
Elinicirt  man  aus  dieser  und  der  gegebenen: 

f(x,y)  =  0 

die  Grösse  y,  so  gelangt  man  gleichfalls  zur  Bestimmung 
von  X. 
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Diesen  Werth  und: 

d  X 

substituirt  man  in  die  DifFerenzialgleichung  11.  Ordnung, 
wobei  dasselbe  gilt  wie  ad  1. 

S.Ist:  z  =  f(x,y) 

gegeben,  so  liefern: 

d^  =0«nd4^  =  0- 


dz  d  y 

die   Werthe , ,  durch    welche   z   zu   einem   Maximum    oder 
Minimum  wird. 

Damit  überhaupl?  ein  Maximum  oder  Minimum  statt- 
finden kann,  müssen  obige  Werthe  die  Bedingung: 

d^  f       d^  f         /      d^  f 


dx'^      dx^   '^ydx'dy 
erfüllen,  und  je  nachdem  sie  der  Grösse: 

d^  f     ,   ^      d^  f         d  y    ,     d^  f      /  d  y  ^  2 


dx^  dxdy      dxdy^      \dx 

das    —    oder    +    Zeichen    geben,    entspreche    sie    einem 
Minimum  oder  Maximum. 


Logarithmentafel. 


Einrichtung  und  Gebrauch  der  Logarithmen- 
tafel. 

Die  Logarithmentafel  enthält  die  fünf  ersten  Dezimal- 
ziffem  (Mantisse)  der  gemeinen  Logarithmen  aller  ganzen 
Zahlen  von  10  bis  2199.  Die  Ziffern  in  der  ersten  Vertikal- 
und  in  der  ersten  Horizontalkolonne  entsprechen  den 
Nummern  oder  Zahlenwerthen,  die  übrigen  Züfem  aber  sind 
die  diesen  angehörigen  Logarithmen  ohne  Kennziffern 
(Charakteristik)  oder  Ganze.  Hat  man  die  vordersten  zwei 
i  oder  drei  Ziffern  einer  Zahl  in  der  ersten  Vertikalkolonne 

und  die  hinterste  derselben  in  der  ersten  Horizontalreihe 
aufgesucht,  so  findet  man  den  dieser  Zahl  entsprechenden 
Logarithmen,  indem  man  den  Ziffernkomplex  aufsucht,  der 
mit  den  ersten  Ziffern  in  einerlei  Horizontal-  und  mit  der 
letzten  Ziffer  in  einerlei  Vertikalreihe  zugleich  steht.  Z.  B. 
für  die  Zahl  365  ist  die  Mantisse  =  56229,  weil  diese  Zahl 
in  der  mit  36  anfangenden  Horizontal-  und  in  der  mit  5 
anfangenden  Vertikalreihe  zugleich  steht.  Ebenso  ist  die 
Mantisse  oder  der  die  Dezimalstellen  bildende  Theil  der 
Logarithmen  von  der  Zahl  1379  =  13956 ,  weil  diese  Zahl 
denjenigen   Ort   einnimmt,  wo   die   durch  (137)   gehende 
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Horizontal-  und  die  durch  (9)  gehende  Vertikallinie   sich 
begegnen. 

Besteht  die  gegebene  Zahl  aus  weniger  als  drei  Ziffern, 
so  hat  man  dieselbe  durch  Anhängen  von  Nullen  in  eine 
dreizifferige  Zahl  umzuändern,  und  nun  das  Aufsuchen  auf 
die  eben  gezeigte  Weise  zu  vollziehen.  Hiemach  hat  man 
also  statt  29  die  Zahl  290  zu  schreiben  und  findet  die 
Mantisse  des  Logarithmen  von  29  oder  von  290  =  46240, 
ebenso  findet  man  dieselbe  für  die  Zahl  6  oder  60  oder  606 
=  77815.  Will  man  diese  kleine  Logarithmentafel  auch 
zum  Aufsuchen  von  Zahlen  über  2199  gebrauchen,  so  muss 
man  sich  des  Interpolirens  bedienen,  wobei  die  in  der 
weiteren  Vertikalkolonne  enthaltenen  Differenzen  in  An- 
wendung zu  bringen  sind.  Hiernach  findet  man  z.  B.  die 
Mantisse  des  Logarithmen  von  3452  =  53782  +  0,2  x  126 
=  53782  -1-  25  =  53807,  weil  53782  der  Zahl  345  entspricht 
und  die  Differenz  zwischen  den  Logarithmen  dieser  Zahl 
und  der  nächstfolgenden  (346)  =  126  ist.  Auf  gleiche  Weise 
findet  man  zur  Zahl  7915  die  logarithmische  Mantisse 
=  89818  +  0,5x55=89818  +  27  =  89845,  weil  89818 
der  Zahl  791  entspricht  und  55  die  Differenz  zwischen  den 
Logarithmen  von  791  und  792  ist. 

Zur  Auffindung  der  die  Ganzen  angebenden  Kennziffer 
dient  die  Regel:  die  um  Eins  verminderte  Anzahl 
der  die  Ganzen  der  gegebenen  Zahl  ausdrücken- 
den Ziffern  gibt  die  Ganzen  oder  die  Charak- 
teristik des  entsprechendenLogarithmen.  Hiemach 
ist  z.  B.  die  Kennziffer  des  Logarithmen  von  365  =  3  —  1 
=  2,  weil  365  aus  drei,  lauter  Ganze  anzeigenden  Ziffern 
besteht;  dagegen  die  Kennziffer  des  Logarithmen  von  36,5 
=  2  —  1  =  1,  weil  36,5  nur  zwei  Ziffern  (3)  und  (6)  ent- 
hält, welche  Ganze  ausdrücken;  es  ist  femer  die  Kennziffer 
zum  Logarithmen  aus  3,65  =  1  —  1  =  0,  weil  in  dieser 
Zahl  nur  eine  Ziffer  (3)  vorhanden  ist,  welche  Ganze  angibt ; 
endlich  hat  man  für  den  Logarithmen  aus  3650  die  Charak- 
teristik =  4—1  =  3,  weil  es  hier  vier  Ziffem  gibt,  wodurch 
Ganze  ausgedrückt  werden.    Hienach  ist: 
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log. 

3650 

—  3,56229, 

log. 

365 

—  2,56229, 

log. 

36,5 

—  1,56229, 

log. 

3,65 

=  0,56229. 

Hat  der  Zahlenwerth  keine  Ganzen,  fängt  also  derselbe 
mit  Nullen  an,  so  hat  man  am  Ende  der  Mantisse  eine 
negative  Charakteristik  hinzuzufügen,  die  aus  soviel 
Einheiten  besteht,  als  die  Zahl  selbst  Nullen  vorstehen  hat. 
So  ist  z.  B.  für  die  Zahl  0,1379  die  logarithmische  Charak- 
teristik =  —  1  und  für  0,01379  dieselbe  =  —  2  u.  s.  w., 
weil  jene  Zahl  (0,1379)  mit  einer,  diese  Zahl  (0,01379) 
aber  mit  zwei  Nullen  anfängt.     Man  hat  demnach: 

log.  0,1379  =  0,13956  —  1, 
log.  0,01379  =  0,13956  —  2, 
log.  0,001379  ==  0,13956  —  3  u.  s.  w. 

Um  zu  einem. gegebenen  Logarithmen  den  Numerus  zu 
:finden,  hat  man  die  vollständige  Mantisse  mit  Berück- 
sichtigung der  etwa  vorstehenden  Nullen  in  der  Tabelle 
aufzusuchen  und  von  der  so  gefundenen  Stelle  aus  horizontal 
herüber  und  vertikal  aufwärts  zu  gehen:  die  sich  an  den 
Enden  dieser  Bewegungen  vorfindenden  Ziffern  geben,  neben 
einander  gesetzt,  die  entsprechende  Zahl,  wenn  man:  noch 
so  viel  Ziffern  als' Ganze  abschneidet,  als  die  um  Eins  ver- 
mehrte Charakteristik  Einheiten  hat,  oder  so  viel  Nullen 
anhängt,  als  die  etwa  vorkommende  negative  Kennziffer 
unmittelbar  angibt. 

Hiemach  ist  z.  B.  der  Numerus  für  den  Logarithmen 
2,93146  =  854,  denn  von  der  Mantisse  93146  aus  links 
und  aufwärts  gegangen,  stösst  man  auf  die  Ziffern  85  und 
4,  und  die  um  Eins  vermehrte  Charakteristik  (2)  zeigt  an, 
dass  die  Ganzen  des  Numerus  aus  (2  +  1)  =  3  Ziffern 
bestehen  sollen.  Dagegen  ist  der  Numerus  des  Logarithmen 
0,78319  =  6,07,  denn  die  Mantisse  78319  steht  in  der  mit 
60  anfangenden  Horizontal-  und  in  der  mit  7  anfangenden 
Yertikalreihe ,  und  es  ist  als  Ganze  nur  eine  Ziffer  (6) 
abzuschneiden^  weil,  wenn  man  zur  Charakteristik  (Null) 

6» 
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Eins  hinzufügt,  wieder  Eins  daraus  hervorgeht.  Für  dea 
Logarithmen  0,61805  —  2  ist  endlich  der  Numerus  =  0,0415, 
denn  41  und  5  stehen  mit  61805  in  einerlei  Horizontal- 
und  Vertikallinie  und  die  beiden  Nullen  entsprechen  der 
negativen  Kennziffer  ( —  2). 

Auf  gleiche  Weise  findet  man: 

num.  log.  3,67852  =  4770 
1,67852  =  47,7 
„     0,67852  —  1  =  0,477 
„     0,67852  —  3  =  0,00477. 

Findet  man  die  Mantisse  des  gegebenen  Logarithmen 
nicht  genau  in  der  Tabelle,  so  hat  man  den  Numerus  der 
nächst  kleineren  Mantisse  aufzusuchen,  und,  wenn  eine 
grössere  Genauigkeit  verlangt  wird,  den  fehlenden  Theil 
durch  Interpolation  zu  finden.  Z.  B.  für  den  Logarithmen 
1,79407  ist  annähernd  der  Numerus  ==j62,2,  denn  dieser 
entspricht  dem  nächst  kleinern  Logarithmen  1,79379.  Nun 
ist  aber  die  Differenz  der  zwei  Mantissen  79407  und  79379 
==  28,*  und  die  Differenz  der  zunächst  aufeinander  folgen- 
den Mantissen  in  der  Tafel  --=  79449  —  79379  =  70;  es 

28 
folgt  daher  die  nöthige  Korrektion  =  -=—  =  0,4,  die  gesuchte 

Zahl  also  =  62,24. 

Auf  gleiche  Weise  folgt: 

num.    log.   0,65118- 4,47 +  -i^|-=-5i  =  4,47+     ^^ 


9700  '       '    9700 

==  4,479,  denn  87  ist  die  Differenz  zwischen  den  Mantissen 
des  gegebenen  und  des  nächst  kleinem  Logarithmen,  und 
97  ist  die  zwischen  der  nächst  grössern  und  nächst  kleinem 
Mantisse. 

Ebenso  num.  log.  0,46951  —  2  =  0,0294  +  ^f^~"^^ 

=  0,0294  +  ^^  =  0,02948. 
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Ist  die  Mantisse  des  gegebenen  Logarithmen  kleiner 
als  B4223,  so  kann  man  die  Interpolation  vereinfachen  oder 
gar  unnöthig  machen,  wenn  man  sich  der  zweiten  Hälfte 
der  Tafel  befdient,  die  gegebene  Mantisse  also  in  dieser  auf- 
sucht. So  gibt  dieselbe  für  den  Logarithmen  3,26174  den 
vierziiferigen  Numerus  1827  unmittelbar;  auch  erhält  man 
den  Numerus  der  Logarithmen  0,21152  =  1,627    mit  der 

Korrektion — ~ —  =  ——  =  0,5,  also  num.  log.  0,21152 

=  1,6275. 


Anwendung  der  Logarithmen  auf  das  Eechnen. 

1.  Das  Produkt  zweier  Zahlen  wird  erhalten,  wenn 
man  die  Logarithmen  der  Zahlen  addirt  und  zur  Summe 
den  Numerus  aufsucht. 

2.  Der  Quotient  zweier  Zahlen  ergibt  sich,  wenn  man 
den  Logarithmen  des  Divisors  von  dem  Logarithmen  des 
Dividenden  abzieht  und  zu  dem  erhaltenen  Beste  die  Zahl 
aufsucht. 

3.  Eine  Zahl  wird  zur  Potenz  erhoben,  wenn  man 
den  Logarithmen  "  derselben  durch  den  Exponenten  mul- 
tiplizirt  und  zu  dem  Produkte  den  Numerus  sucht. 

4.  Man  findet  die  Wurzel  einer  gegebenen  Zahl, 
wenn  man  den  Logarithmen  derselben  durch  den  Ex- 
ponenten dividirt  und  zu  dem  Quotienten  den  Numerus 
aufsucht. 
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Nr. 

0 

1      2 

3 

4 

5 

10 

00000 

00432 

00860 

01284 

01703 

02119 

11 

04139 

04532 

04922 

05308 

05690 

06070 

12 

07918 

08279 

08636 

08991 

09342 

09691 

13 

11394 

11727 

12057 

12385 

12710 

13033 

14 

14613 

14922 

15229 

15534 

15836 

16137 

15 

17609 

17898 

18184 

18469   18752 

19033 

16 

20412 

20683 

20952 

21219 

21484 

21748 

17 

23045 

23300 

23553 

23805 

24055 

24304 

18' 

25527 

25768 

26007 

26245 

26482 

26717   ' 

19 

27875 

28103 

28330 

28556 

28780 

29003 

20 

30103 

30320 

30535 

30750 

30968 

31175 

21 

32222 

32428 

32634 

32838 

33041 

33244 

22 

34242 

34439 

34635 

34830 

35025 

35218 

23 

36173 

36361 

36549 

36736 

36922 

37107 

24 

38021 

38202 

38382 

38561 

38739 

38917        1 

25 

39794 

39967 

40140 

40312 

40483 

40654 

26 

41497 

41664 

41830 

41996 

42160 

42325 

27 

43136 

43297 

43457 

43616 

43775 

43933 

28 

44716 

44871 

45025 

45179 

45332 

45484 

29 

46240 

46389 

46538 

46687 

46835 

46982 

30 

47712 

47857 

48001 

48144 

48287 

1 

48430 

31 

49136 

49276 

49415 

49554 

49693 

49831 

32 

50515 

50651   50786 

50920 

51055 

51188 

33 

51851 

51983   52114 

52244 

52375 

52504 

34 

53148 

53275 

53403 

53529 

53656 

35782 

35 

54407 

54531 

54654 

54777 

54900 

55023 

36 

55630 

55751 

55871 

55991 

56110 

56229 

37 

56820 

56937 

57054 

57171 

57287 

57403 

38 

57978 

58093 

58206 

58320 

58433 

58546 

39 

59106 

59218 

59329 

59439 

59550 

59660 

87 


Nr. 

•6 

n 
4 

8 

9 

Differenzen. 

10 

02531 

02938 

03342 

03743 

432  -; 

-  396 

11 

06446 

06819 

07188 

07555 

393  - 

-  363 

12 

10037 

10380 

10721 

11059 

361  - 

-  335 

13 

13354 

13672 

13988 

14301 

333  - 

-  312 

14 

16435 

16732 

17026 

17319 

309  - 

-  290 

15 

19312 

19590 

19866  . 

20140 

289  -. 

'-   272 

16 

22011 

22272 

22531 

22789 

271  -; 

'-  256 

17 

24551 

24797 

25042 

25285 

25?- 

--   242 

18 

26951 

27184 

27416 

27646 

241  - 

'-   229 

19 

29226 

29447 

29667 

29885 

228  - 

-  218 

20 

31387 

31597 

31806 

32015 

217  - 

'-   207 

21 

33445 

33646 

33846 

34044 

206  - 

-  198 

22 

35411 

35603 

35793 

35984 

197  - 

--   189 

23 

37291 

37475  • 

37658 

37840 

188  - 

^  181 

24 

39094 

39270 

39445 

39620 

181  - 

'-   174 

25 

40824 

40993 

41162 

41330 

173  - 

-  167 

26 

42488 

42651 

42813 

42975 

167  - 

-  161 

■  27 

44091 

44248 

44404 

44560 

161  - 

'-   156 

28 

45637 

45788 

45939 

46090 

155  - 

-  150 

29 

47129 

47276 

47422 

47567 

149  -. 

-  145 

30 

48572 

48714 

48855 

48996 

145  - 

r  140 

31 

49969 

50106 

50243 

50379 

140  - 

-  136 

32 

51322 

51455 

51587 

51720 

136  -. 

-  132 

33 

52634 

52763 

52892 

53020 

132  - 

-  128 

34 

53908 

54033 

54158 

54283 

127  - 

'-   124 

35 

55145 

55267 

55388 

55509 

124  - 

-  121 

ä6 

56348 

56467 

56585 

56703 

121  - 

-  117 

37 

57519 

57634 

57749 

57864 

117  - 

'-   114 

38 

58659 

58771 

58883 

58995 

115  - 

-  111 

39 

59770 

59879 

59988 

60097 

112  - 

-  109 

88 


Nr. 

0 

1 

.2 

3 

• 

4 

5 

40 

•  60206 

60314 

60423 

60531 

60638 

60746 

41 

61278 

61384 

61490 

61595 

61700 

61805 

42 

62325 

62428 

62531 

62634 

62737 

62839 

43 

63347 

63448 

63548 

63649 

63749 

63849 

44 

64345 

64444 

64542 

64640 

64738 

64836 

45 

65321 

65418 

65514 

65610 

65706 

65801 

46 

66276 

66370 

66464 

66558 

66652 

66745 

47 

67210 

67302 

67394 

67486 

67578 

67669 

48 

68124 

68215 

68305 

68395 

68485 

68574 

49 

69020 

69108 

69197 

69285 

69373 

69461 

50 

69897 

69984 

70070 

70157 

70243 

70329 

51 

70757 

70842 

70927 

71012 

71096 

71181 

52 

71600 

71684 

71767 

71850 

71933 

72016 

53 

72428 

72509 

72561 

72673 

72754 

72835 

54 

73239 

73320 

73400 

73480 

73560 

73640 

55 

74036 

74115 

74194 

74273 

74351 

74429 

56 

74819 

74896 

74974 

75051 

75128 

75205 

57 

77587 

75664 

75740 

75815 

75891 

75967 

58 

76343 

76418 

76492 

76567 

76641 

76716 

59 

77085 

77159 

77232 

77305 

77379 

77452 

60 

77815 

77887 

77960 

78032 

78104 

78176 

61 

78533 

78604 

78675 

78746 

78817 

78888 

62 

79239 

79309 

79379 

79449 

79518 

79588 

63 

79934 

80003 

80072 

80140 

80209 

80277 

64 

80618 

80686 

80754 

80821 

80889 

80956 

65 

81291 

81358 

81425 

81491 

81558 

81624 

m 

81954 

82020 

82086 

82151 

82217 

82282 

67 

82607 

82672 

82737 

82802 

82866 

Ö2930 

68 

83251 

83815 

83378 

83442 

83506 

83569 

69 

83885 

83948 

84011 

84073 

84136 

84198 

89 


Nr. 

6 

7 

8 

9 

Differenzen. 

40 

60853 

60959 

61066 

61172 

108  '. 

-  106 

41 

61909 

62014 

62118 

62221 

106  -; 

'-   104 

42 

62941 

63043 

63144 

63246 

103  -. 

-  101 

43 

63949 

64048 

64147 

64246 

101  -; 

•-    99 

44 

64933 

65031 

65128 

65225 

99  -; 

-  97 

45 

65896 

65992 

66087 

66181 

97  - 

-  95 

46 

66839 

66932 

67025 

67117 

94  - 

■-    93 

47 

67761 

67852 

67943 

68034 

92  - 

-  90 

48 

68664 

68753 

68842 

68931 

90  - 

-  89 

49 

69548 

69636 

69723 

69810 

88  - 

'-    87 

50 

70415 

70501 

70586 

70672 

87  - 

•-    86 

51 

71265 

71349 

71433 

71517 

84  - 

■-    85 

52 

72099 

72181 

72263 

72346 

83 

53 

72916 

72997 

73078 

73159 

81 

54 

73719 

73799 

73878 

73957 

80 

55 

74507 

74586 

74663 

74741 

78 

56 

75282 

75358 

75435 

75511 

77 

57 

76042 

76118 

76193 

76268 

76 

58 

76790 

76864 

76938 

77012 

74 

59 

77525 

77597 

77670 

77743 

73 

60 

78247 

78319 

78390 

78462 

72 

61 

78958 

79029 

79099 

79169 

71 

62 

79657 

79727 

79796 

79865 

69 

63 

80346 

80414 

80482 

80550 

68 

64 

81023 

81090 

81158 

81224 

67 

65 

81690 

81757 

81823 

81889 

66 

66 

82347 

82413 

82478 

82543 

65 

67 

82995 

83059 

83123 

83187 

64 

68 

83632 

83696 

83759 

83822 

63 

69 

84261 

84323 

84386 

84448 

• 

63 

90 


70 
71 
72 
73 

74 

75 
76 

77 
78 
79 

80 
81 
82 
83 
84 

85 
86 
87 
88 
89 

90 
91 
92 
93 
94 

95 

96 
97 
98 
99 


84510 

84572 

84634 

84696 

85126 

85187 

85248 

85309 

85733 

85794 

85854 

85914 

86332 

86392 

86451 

86510 

86923 

86982 

87040 

87099 

87506 

87564 

87622 

87680 

88081 

88138 

88196 

88252 

88649 

88705 

88762 

88818 

89209 

89265 

89321 

89376 

89763 

89818 

89873 

89927 

90309 

90363 

90417 

90472 

90849 

90902 

90956 

91009 

91381 

91434 

91487 

91540 

91908 

91960 

92012 

92065 

92428 

92480 

92531 

92583 

92942 

92993 

93044 

93095 

93450 

93500 

93551 

93601 

93952 

94002 

94052 

94101 

94448 

94498 

94547 

94596 

94939 

94988 

95036 

95085 

95424 

95472 

95521 

95569 

95904 

95952 

95999 

96047 

96379 

96426 

96473 

96520 

96848 

96895 

96942 

96988 

97313 

97359 

97405 

97451 

97772 

97818 

97864 

97909 

98227 

98272 

98318 

98363 

98677 

98722 

98767 

98811 

99123 

99167 

99211 

99255 

99564 

99607 

99651 

99695 

84757 
85370 
85974 
86570 

87157 

87737 
88309 
88874 
89432 
89982 

90526 
91062 
91593 
92117 
92634 

93146 
93651 
94151 
94645 
95134 

9^617 
96095 
96567 
97035 
97497 

97955 

98408 
98856 
99300 
99739 


94819 
85431 
86034 
8662^ 
87216 

87795 
88366 
88930 
89487 
90037 

90580 
91116 
91645 
9216^ 
92686 

93197 
93702 
94201 
94694 
95182 

95665 
96142 
96614 
97081 
97543 

98000 
98458 
98900 
99344 
99782 


91 


Nr. 

6 

7 

8 

9 

Differenzen. 

70 

84880 

84942 

85003 

85065 

62 

71 

85491 

85552 

85612 

85673 

61 

72 

86094 

86153 

86213 

86273 

60 

73 

86688 

86747 

86806 

86864 

59 

74 

87274 

87332 

87390 

87448 

58 

75 

87852 

87910 

87967 

88024 

58 

76 

88423 

88480 

88536 

88593 

57 

77 

88986 

89042 

89098 

89154 

56 

78 

89542 

89597 

89653 

89708 

55 

79 

90091 

90146 

90200 

90255 

55 

80 

90634 

90687 

90741 

90795 

54 

81 

91169 

91222 

91275 

91328 

53 

82 

91698. 

91751 

91803 

91855 

53 

83 

92221 

92273 

92324 

92376 

52 

84 

92737 

92788 

92840 

•92891 

51 

85 

93247 

93298 

93349 

93399 

51 

86 

93752 

93802 

93852 

93902 

50 

87 

94250 

94300 

94349 

94399 

50 

88 

94743 

94792 

94841 

94890 

49 

89 

95231 

95279 

95328 

95376 

49 

90 

95713 

95761 

95809 

95856 

48 

91 

96190 

96237 

96284 

96332 

47 

92 

96661 

96708 

96755 

96802 

47 

■  93 

97128 

97174 

97220 

97267 

46 

94 

97589 

97635 

97681 

97727 

46 

95 

98046 

98091 

98137 

98182 

45 

96 

98498 

98543 

98588 

98632 

45 

97 

98945 

98989 

99034 

99078 

45 

98 

99388 

99432 

99476 

99520 

44 

99 

99826 

99870 

99913 

99957 

44 

92 


Nr. 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

100 

00000 

00043 

00087 

00180 

00173 

Ö0217 

101 

00432 

00475 

00518 

00561 

00604 

00647 

102 

00860 

00903 

00945 

00988 

01030 

01072 

103 

01284 

01326 

01368 

01410 

01452 

01494 

104 

01703 

01745 

01787 

01828 

01870 

01912 

105 

02119 

02160 

02202 

02248 

02284  ; 

02325 

106 

02531 

02572 

02612 

02653 

02694  : 

02735 

107 

02938 

02979 

03019 

03060 

03100 

03141 

108 

03342 

03383 

03423 

03463 

03500 

03543 

109 

03743 

03782 

03822 

03862 

03903 

03941 

110 

04139 

04179 

04218 

04258 

04297 

04336 

111 

04532 

04571 

04610 

04650 

04689 

04727 

112 

04922 

04961 

04999 

05038 

05077 

05115 

113 

05308 

05346 

05385 

05423 

05461 

05500 

114 

05690 

05720 

05767 

05805 

05843 

05881 

115 

06070 

06108 

06145 

06183 

06221 

06258 

116 

06446 

06483 

06521 

06558 

06595 

G6633 

117 

06819 

06856 

06893 

06930 

06967 

07004 

118 

07188 

07225 

07262 

07298 

07335 

07372 

119 

07555 

07591 

07628 

07664 

07700 

07737 

120 

07918 

07954 

07990 

08027 

08063 

08099 

121 

08279 

08314 

08350 

08386 

08422 

08458 

122 

08636 

08672 

08707 

08743 

08778 

08814 

123 

08991 

09026 

09061 

09096 

09132 

09167 

124 

09342 

09377 

09412 

09447 

. 09482 

09517 

125 

09691 

09726 

09760 

09795 

09830 

09864 

126 

10037 

10072 

10106 

10140 

10175 

10209 

127 

10380 

10415 

10449 

10483 

10517 

10551 

128 

10721 

10755 

10789 

10823 

10857 

10890 

129 

11059 

11093 

11126 

11160 

11193 

11227 

93 


Nr. 

6 

7 

8 

9 

Differenzen. 

100 

00260 

00303 

00346 

00389 

43 

101 

00689 

00732 

00775 

00817 

43 

102 

01115 

01157 

01199 

01242 

42 

103 

01536 

01578 

01620 

01662 

42 

104 

01953, 

01995 

02036 

02078 

42 

105, 

02366 

02408 

02449 

02490 

41 

106 

02776 

02816 

02857 

02898 

41 

107 

03181 

03222 

03262 

03302 

41 

108 

03583 

03623 

03663 

03703 

40 

109 

03981 

04021 

04060 

04100 

40 

110 

04376 

04415 

04454 

04493 

39 

111 

04766 

04805 

04844 

04883 

39 

112 

05154 

05192 

05231 

05269 

39 

113 

05538 

05576 

05614 

05652 

38 

114 

05918 

05956 

05994 

06032 

38 

115 

06296 

06333 

0^71 

06408 

38 

116 

06670 

06707 

06744 

06781 

37 

117 

07041 

07078 

07115 

07151 

37 

118 

07408 

07445 

07482 

07518 

37 

119 

07773 

07809 

07846 

07882 

36 

120 

08135 

08171 

08207 

.  08243 

36 

121 

08493 

08529 

08565 

08600 

36 

122 

08849 

08884 

08920 

08955 

36 

123 

09202 

09237 

09272 

09307 

35 

124 

09552 

09587 

09621 

09656 

35 

125 

09899 

09984 

09968 

10003 

35 

126 

10243 

10278 

10312 

10346 

34 

127 

10585 

10619 

10653 

10687 

34 

128 

10924 

10958 

10992 

11025 

34 

129 

11261 

11294 

11327 

11361 

33 

94 


Nr. 

0 

1 

2 

' 

4 

5 

130 

11394 

11428 

11461 

11494 

11528 

11561 

131 

11727 

11760 

11793 

11826 

11860 

11893 

132 

12057 

12090 

12123 

12156 

12189 

12222 

133 

12385 

12418 

12450 

12483 

12516 

12548 

134 

12710 

12743 

12775 

12808 

12840 

12872 

135 

13033 

13066 

13098 

13130 

13162 

13194 

136 

13354 

13386 

13418 

13450 

13481 

13513 

137 

13672 

13704 

13735 

13767 

13799 

13830 

138 

13988 

14019 

14051 

14082 

14114 

14145 

139 

14301  . 

14333 

14364 

14395 

14426 

14457 

140 

14613 

14644 

14675 

14706 

14737 

14768 

141 

14922 

14953 

14983 

15014 

15045 

15076 

142 

15229 

15259 

15290 

15320 

15351 

15381 

143 

15534 

15564 

15594 

15625 

15655 

15685 

144 

15836 

15866 

15897 

15927 

15957 

15987 

145 

16137 

16167 

16197 

16227 

16256 

16286 

146 

16435 

16465 

16495 

16524 

16554 

16584 

147 

167?2 

16761 

16791 

16820 

16850 

16879 

148 

17026 

17056 

17085 

17114 

17143 

17173 

149 

17319 

17348 

17377 

17406 

17435 

17464 

150 

17609 

17638 • 

17667 

17696 

17725 

17754 

151 

17898 

17926 

17955 

17984 

18126 

18041 

152 

18184 

18213 

18241 

18270 

18299 

18327 

153 

18469 

18498 

18526 

18554 

18583 

18611 

154 

18752 

18780 

18808 

18837 

18865 

18893 

155 

19033 

19061 

19089 

19117 

19145 

19173 

156 

19312 

19340 

19368 

19396 

19424 

19451 

157 

19590 

19618 

19645 

19673 

19700 

19728 

158 

19866 

19893 

19921 

19948 

19976 

20003 

159 

20140 

20167 

20194 

20222 

20249 

20276 

95 


Nr. 

6 

7 

8 

9 

Differenzen. 

130 

11594 

11628 

11661 

11694 

33 

131 

11926 

11959 

11992 

12024 

33 

132 

12254 

12287 

12320 

12353 

32 

133 

12581 

12613 

12646 

12678 

32 

134 

12905 

12937 

12969 

13001 

32 

135 

13226 

13258 

13290 

13322 

32 

136 

13545 

13577 

13609 

13640 

32 

137 

13862 

13893 

13925 

13956 

32 

138 

14176 

14208 

14239 

14270 

31 

139 

14489 

14520 

14551 

14582 

31 

140 

14799 

14829 

14860 

14891 

31 

141 

15106 

15137 

15168 

15198 

31 

142 

15412 

15442 

15473 

15503 

31 

143 

15715 

15746 

15776 

15806 

30 

144 

16017 

16047 

16077 

16107 

30 

145 

16316 

16346 

16376 

16406 

30 

146 

16613 

16643 

16673 

16702 

30 

147 

16909 

16938 

16967 

16997 

29 

148 

17202 

17231 

17260 

17289 

29 

149 

17493 

17522 

17551 

17580 

29 

150 

17783 

17811 

1784-0 

17869 

29 

151 

18070 

18099 

18127 

18156 

29 

152 

18355 

18384 

18412 

18441 

28 

153 

18639 

18667 

18696 

18724 

28 

154 

18921 

18949 

18977 

19005 

28 

155 

19201 

19229 

19257 

19285 

28 

156 

19479 

19507 

19535 

19562 

28 

157 

19756 

19783 

19811 

19838 

28 

158 

20030 

20058 

20085 

20112 

27 

159 

20303 

20330 

20358 

20385 

27 

96 


• 

Nr. 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

160 

20412 

20439 

20466 

20493 

20520 

20548 

161 

20683 

20710 

20737 

20763 

20790 

20817 

162 

20952 

20978 

21005 

21032 

21059 

21085 

163 

21219 

21245 

21272 

21299 

21325 

21352 

164 

21484 

21511 

21537 

21564 

21590 

21617 

165 

21748 

21775 

21801 

21827 

21854 

21880 

166 

22011 

22037 

22063 

22089 

22115 

22141 

167 

22272 

22298 

22324 

22350 

22376 

22401 

168 

22531 

22557 

22583 

22608 

'22634 

22660 

169 

22789 

22814 

22840 

22866 

22891 

22917 

170 

23045 

23070 

23096 

23121 

23147 

23172 

171 

23300 

23325 

23350 

23376 

23401 

23426 

172 

23553 

23578 

23603 

23629. 

23654 

23679 

173 

23805 

23830 

23855 

23880 

23905 

23930 

174 

24055 

24080 

24105 

24130 

24155 

24180 

175 

24304 

24329 

24353 

24378 

24408 

24428 

176 

24551 

24576 

24601 

24625 

24650 

24674 

177 

24797 

24822 

24846 

24871 

24895 

24920 

178 

25042 

25066 

25091 

25115 

25139 

25164 

179 

25285 

25310 

25334 

25358 

25382 

25406 

180 

25527 

25551 

25575 

25600 

25624 

25648 

1 

181 

25768 

25792 

25816 

25840 

25864 

25888 

m 

182 

26007 

26031 

26055 

26079 

26102 

26126 

183 

26245 

26269 

26293 

26316 

26340 

26364 

184 

26482 

26505 

26529 

26553 

26576 

26600 

185 

26717 

26741 

26764 

26788 

26811 

26834 

1 

186 

26951 

26975 

26998 

27021 

27045 

2706a 

187 

27184 

27207 

27231 

27254 

27277 

27300 

188 

27416 

27439 

27462 

27485 

27508 

27531 

189 

27646 

27669 

27692 

27715 

27738 

27761 

i 
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Nr. 

6 

7 

8 

9 

Differenzen. 

160 

20575 

20602 

20629 

'20656 

27 

161 

20844 

20871 

20898 

20925 

27 

162 

21112 

21139 

21165 

21192 

27 

163 

21378 

21405 

21431 

21458 

27 

164 

21643 

21669 

21696 

21722 

26 

165 

21906 

21932 

21958 

21985 

26 

166 

22168 

22194 

22220 

22246 

26 

167 

22427 

22453 

22479 

22505 

26 

168 

22686 

22712 

22737 

22763 

26 

169 

22943 

22968 

22994 

23019 

26 

170 

23198 

23223 

23249 

23274 

25 

171 

23452 

23477 

23502 

23528 

25 

172 

23704 

23729 

23754 

23780 

25  , 

173 

23955 

23980 

24005 

24030 

25 

174 

24204 

24229 

24254 

24279 

25 

175 

24452 

24477 

24502 

24527 

25  • 

176 

24699 

24724 

24748 

24773 

25 

177 

24944 

24969 

24993 

25018 

24 

178 

25188 

25212 

25237 

25261 

24 

179 

25431 

25455 

25479 

25503 

24 

180 

25672 

25696 

25720 

25744 

24 

181 

25912 

25935 

25959 

25983 

24 

182 

26150 

26174 

26198 

26221 

24 

183 

26387 

26411 

26435 

26458 

24 

184 

26623 

26647 

26670 

26694 

24 

185 

26858 

26881 

26905 

26928 

23 

186 

27091 

27114 

27138 

27161 

23 

187 

27323 

27346 

27370 

27393 

23 

188 

27554 

27577 

27600 

27623 

23 

189 

27784 

27807 

27830 

27853 

23 

08 


Nr. 

0   1 

1 

1 

2 

3 

4 

0 

190 

27875 

27898 

27921 

27944 

27967 

27990 

191 

28103 

28126 

28149 

28172 

28194 

28217 

192 

28330 

28353 

28375 

28398 

28421 

28443 

193 

28556 

28578 

28601 

28623 

28646 

28668 

194 

28780 

28803 

28825 

28847 

28870 

28892 

195 

29003 

29026 

29048 

29070 

29092 

29115 

196 

29226 

29248 

29270 

29292 

29314 

29336 

197 

29447 

29469 

29491 

29513 

29535 

29557 

198 

29667 

29688 

29710 

29732 

29754 

29776 

199 

29885 

29907 

29929 

29951 

29973 

29994 

200 

30103 

30125 

30146 

30168 

30190 

30211 

201 

30320 

30341 

30363 

30384 

30406 

30428 

202 

30535 

30557 

30578 

30600 

30621 

30643 

203 

30750 

30771 

30792 

30814 

30835 

30856 

204 

30963 

30984 

31006 

31027 

31048 

31069 

205 

31175 

31197 

31218 

31239 

31260 

31281 

206 

31387 

31408 

31429 

31450 

31471 

31492 

207 

31597 

31618 

31639 

31660 

31681 

31702 

208 

31806 

31827 

31848 

31869 

31890 

31911 

209 

32015 

32035 

32056 

32077 

32098 

32118 

210 

32222 

32243 

32263 

32284 

32305 

32325 

211 

32428 

32449 

32469 

32490 

32511 

32531 

212 

32634 

32654 

32675 

32695 

32715 

32736 

213 

32838 

32858 

32879 

32899 

32919 

32940 

214 

33041 

33062 

33082 

33102 

33122 

33143 

215 

33244 

33264 

33284 

33304 

33325 

33345 

216 

33445 

33465 

33486 

33506 

33526 

33546 

217 

33646 

33666 

33686 

33706 

33726 

33746 

218 

33846 

33866 

33885 

33905 

33925 

33945 

219 

34044 

34064 

34084 

34104 

34124 

34143 
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Nr. 

ö 

7 

8   , 

9 

Differenzen. 

190 

28012 

28035 

28058 

28081 

23 

191 

28240 

28262 

28285 

28308 

23   . 

192 

28466 

28488 

28511 

28533 

23 

193 

28691 

28713 

28735 

28758 

22 

194 

28914 

28937 

28959 

28981 

22 

195 

29137 

29159 

29181 

29203 

22 

196 

29358 

29380 

29^03 

29425 

22 

197 

29579 

29601 

29623 

29645 

22 

198 

29798 

29820 

29842 

29863 

22 

199 

30016 

30038 

30060 

30081 

22 

200 

30233 

30255 

30276 

30298 

22 

201 

30449 

30471 . 

30492 

30514 

22 

202 

30664 

30685 

30707 

30728 

22 

203 

30878 

30899 

30920 

30942 

22 

204 

31091 

31112 

31133 

31154 

21 

205 

31302 

31323 

31345 

31366 

21 

206 

31513 

31534 

31555 

31576 

21 

207 

31723 

31744 

31765 

31785 

21 

208 

31931 

31952 

31973 

31994 

21 

209 

32139 

32160 

32181 

32201 

21 

210 

32346 

32366 

32387 

32408 

21 

211 

32552 

32572 

32593 

32613 

21 

212 

32756 

32777 

32797 

32818 

21 

213 

32960 

32980 

33001 

33021 

20 

214 

33163 

33183 

33203 

33224 

20 

215 

33365 

33385 

33405  > 

33425 

20 

216 

33566 

33586 

33606 

33626 

20 

217 

33766 

33786 

33806 

33826 

20 

218 

33965 

33985 

34005 

34025 

20 

219 

34163 

34183 

34203 

34223 

-  20 

7* 
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Tafel  der  naturlichen  Logarithmen. 

Einrichtung  und  Gebrauch  der  nachstehenden 

Tafel. 

Ausser  den  gemeinen  oder  briggis.chen,  sich  auf 
die  Grundzahl  10  beziehenden  Logarithmen,  braucht  man 
zuweilen  noch  die  natürlichen  oder  hyperbolischen 
Logarithmen,  deren  Grundzahl  2,7182818  ..;  ist.  Nach- 
stehende Tafel  enthält  die  Werthe  derselben  für  die  natur- 
liche Zahlenreihe   1,  2,  3...   bis  299.     Die  Einrichtung 
dieser  Tafel  weicht  von  der  Einrichtung  der  ^^fS^J^^^^^^ 
Logarithmen  enthaltenden  Logarithmentafel  nicht  ab.    öat 
man  die  letzte  Ziffer  der  gegebenen  Zahl  in  der  obersten 
Horizontalreihe  und  die  vorhergehende  Ziffer  oder  das  vor- 
hergehende Ziffernpaar  in  der  vordem  Vertikalreihe  aut- 
gesucht, so  findet  man  den  entsprechenden  natürlichen  Loga- 
rithmus, wenn  man  von  jener  Ziffer  ab-  und  von  dieser 
Ziffer  oder  diesem  Ziffempaare  bis  zur  Begegnung  hßrüber- 
geht.     Z.  B.  log.   nat.   73  ist  =  4,2905 ,    weil  diese  Zahl 
vertikal  unter  der  letzten  Ziffer  (3)   und   mit  der  ersten 
Ziffer  (7)    in    einerlei   Horizontalreihe    liegt.      Ebenso   ist 
log.  nat.  157  =  5,0562,   denn  diese  Zahl  steht  in  der  mit 
7  überschriebenen  Vertikal-  und  in  der  mit  15  anfangenden 
Horizontalreihe. 

Mit  Hilfe  dieser  Tabelle  lassen  sich  leicht  andere  Loga- 
rithmen finden,  welche  in  der  Tabelle  selbst  nicht  stehen, 
wenn  man  die  einfachsten  Eegeln  der  Logarithmenrechnung 
zur  Anwendung  bringt.     Z.  B. : 

log.  nat.  1,84  =  log.  nat.  f  -— -  j 

=  log.  nat.  184  —  log.  nat.  100  =5,2149  -4,6052  =  4,6097 
Ebenso : 

log.  nat.  -- -  =  log.  nat.  67  —  log.  nat.  136 

*     =  4,2047  —  4,9127  =  —  0,7080. 
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Geht    die  Zahl  über  299  hinaus,    so  inuss   man  das 
Interpolationsverfahren  einschlagen,  um  den  entsprechenden 
Logarithmus  zu  finden.     Z.  B.:  log.  nat.  124,7 
=  log.  nat.  124  +  0,7  x  (log.  nat.  125  —  log.  nat.  124) 
=4,8203  +  0,7  X  (4,8283— 4,8203)=  4,8203  +  0,7  x  0,0080 
=  4,8203  +  0,0056  =  4,8259. 

Durch  Zerlegung  in  Faktoren  kann  man  zuweilen  die 
Interpolation  entbehrlich  machen.     Z.  B.:  log.  nat.  1247 
=  log.  nat.  (29  X  43)  =  log.  nat.  29  +  log.  nat.  43 
=  3,3673  +  3,7612  =  7,1285;    daher    log.    nat.    124,7 

=  log.  nat.     — «Yp     =  log-   nat.  1247  —  log.   nat.  10 

=  7,1285  —  2,3026  =^  4,8259,  wie  so  eben  gefunden  wurde. 
Um  zu  den  natürlichen  Logarithmen  die  Zahl  zu  finden, 
ist  das  Interpol^tionsverfahren  fast  immer  einzuschlagen. 
Vf eiche  Zahl  x  entspricht  z.  B.  dem  natürlichen  Logarith- 
mus 5,0900?  log.  nat.  162  =  5,0876  und  log.  nat.  163 
=  5,0938;  daher  log.  nat.  163 --  log.  nat.  162  =  0,0062,  und 
log.  nat.  X  —  log.  nat.  162  =  0,0024.     Setzt  man  nun: 

X  —  162     _    log,  nat.  X— log,  nat.  162    __    0,0024 

163  —  162   ~  log.nat.  163— logrnatT62  "    0,0062  ' 

so  erhält  man: 

X  =  162  +  II  ==  162,4. 

Ferner:  log.  nat.  x  8ei=  6,9045,  was  ist  x? 

log.  nat.  10  =  2,3026,  daher  log.  nat.  ^r^,  oder  log.  nat.  x  — 

log.  nat.  10  =  4,601^.    Nun  ist  log.  nat.  100  =  4,6052  und 
log.  nat.  99  =  4,5951 ;  es  folgt  daher: 

X 


10        4,6019  —  4,5951 


100  —  99   4,6052  —  4,5951 ' 
-—  =  99  +  -~  =  99,67  und  x  =  996,7. 
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Nr.  , 

0 

1 

2 

o 

4 

0 

•  -  00 

0,0000 

0,6931 

1.0986 

1,3863 

1 

2,H02(i 

2,3979 

2,4849 

2,5649 

2,6391 

2 

2,9{)57 

3,0445 

3,0910 

3,1355 

3.1781 

:i 

;i,4012 

3,4340 

3.4657 

3,4965 

3,5264 

4 

»,6881) 

3,7136 

3,7377 

3,7612 

3,7842 

J^,9120 

3,9318 

3.9512 

3,9703 

3.9890 

(j 

4.0943 

4.1109 

4,1271 

4.1431 

4.1589 

7 

4.2485 

4,2627 

4,2767 

4.2905 

4,3041 

8 

4.J5820 

4.3944 

4,4067 

4,4188 

4,4308 

0 

4,4998 

4.5109 

4,5218 

4,5326 

4,5433 

10 

4,6052 

4,6151 

4.6250 

4,6347 

4.6444 

11 

4,7005 

4.7095 

4,7185 

4,7274 

4,7362 

12 

4,7875 

4,7958 

4,8040 

4,8122 

4.8203 

i:{ 

4,8675 

4.8752 

•4,8828 

4,8903 

4,8978 

14 

4,9416 

4,9488 

4.9558 

4,9628 

4.9698 

15 

5,0106 

5,0173 

5,0239 

5.0304 

5,0370 

IG 

5,0752 

5,0814 

5,0876 

5.0938 

5,0999 

17 

5,1858 

5.1417 

5,1475 

5,1533 

5.1591 

18 

5,19150 

5,1985 

5.2040 

5.2095 

5.2149 

H) 

5,2470 

5,2523 

5,2575 

5,2627 

5,2679 

20 

5.298:5 

5,3033 

5,3083 

5.3132 

5,3181 

21 

5.3471 

5.3519 

5,3566 

5,3613 

5,3660 

22 

5,3936 

5,3982 

5,4027 

5.4072 

5,4116 

25 

5,4381 

5,4424 

5,4467 

5,4510 

5,4553 

2i 

5,4806 

5,4848 

5,4889 

5,4931 

5,4972 

25 

5,5215 

5,5255 

5,5294 

5.5334 

5.5373 

2(5 

5,5607 

5,5645 

5,5683 

5,5722 

5,5759 

27 

1  "Xi—V 

5,5984 

5.6021 

5,6058 

5,6095 

5,6131 

28 

5,6348 

5,6384 

5,6419 

5.6454 

5,6490 

29 

5,6699 

5,6733 

5,6768 

5,6802 

5,6836 
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Nr, 


6 


8 


0 

1,6094 

1,7918 

1,9459 

2,0794 

2,1972 

1 

2,7081 

2,7726 

2,8332 

2,8904 

2,9444 

2 

3,2189 

3,2581 

3,2958 

3,3322 

3,3673 

3 

3,5553 

3,5835 

3,6109 

3,6376 

3,6636 

4 

3,8067 

3,8286 

3,8501 

3,8712 

3,8918 

5 

4,0073 

4,0254 

4,0431 

4,0604 

4,0775 

6 

4,1744 

4,1897 

4,2047 

4,2195 

4,2341 

7 

4,3175 

4,3307 

4,3438 

4,3567 

4,3694 

8 

4.4427 

4,4543 

4,4659 

4,4773 

4,4886 

9 

4,5539 

4,5643 

4,5747 

4,5850 

4,5951 

10 

4,6540 

4.6634 

4,6728 

4,6821 

4,6913 

11 

4,7449 

4,7536 

4.7622 

4,7707 

4,7791 

12 

4,8283 

4,8363 

4,8442 

4,8520 

4,8598 

13 

4,9053 

4,9127 

4,9200 

4,9273 

4,9345 

U 

4,9767 

4,9836 

4,9904 

4,9972 

4,0039 

15 

5,0434 

5,0499 

5,0562 

5,0626 

5,0689 

16 

5,1059 

5,1120 

5.1180 

5,1240 

5.1299 

17 

5,1648 

5,1705 

5,1761 

5,1818 

5,1874 

18 

5,2204 

5,2257 

5,2311 

5,2364 

5,2417  • 

19 

5,2730 

5,2781 

5,2832 

5,2883 

5,2933 

20-^ 

5,3230 

5,3279 

5,3327 

5,3375 

5,3423 

21 

5,3706 

5,3753 

5,3799 

5,3845 

5,3891 

22 

5,4161 

5,4205 

5.4250 

5,4293 

5.4337 

23 

5,4596 

5,4638 

5,4681 

5,4723 

5,4765 

24 

5,5013 

5,5053 

5,5094 

5,5134 

5,5175 

25 

5,5413 

5,5452 

5,5491 

5,5530 

5,5568 

26 

5,5797 

5,5835 

5,5872 

5,5910 

5,5947 

27 

5,6168 

5,6204 

5,6240 

5,6276 

5,6312 

28 

5,6525 

5,6560 

5,6595 

5,6630 

5,6664 

29 

5,6870 

5,6904 

5,6937 

5,6971 

5,7004 
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Tafel  zur  Verwandlung  der  Logarithmen. 

Einrichtung  und  Gebrauch  der  nachstehenden 

Tafel. 

Mit  Hilfe  dieser  kleinen  Tabelle  lässt  sich  durch  ein- 
faches Addiren  der  gemeine  Logarithmus  in  einen  natür- 
lichen und  umgekehrt  der  natürliche  in  einen  gemeinen 
verwandeln.  Der  gemeine  Logarithmus  ergibt  sich  aus  dem 
natürlichen,  wenn  man  diesen  mit  der  Zahl  0,434294»  •  •, 
die  man  den  Modul  des  gemeinen  Logarithmensystems 
nennt,  multiplizirt;  den  natürlichen  Logarithmus  hingegen 
erhält  man,  wenn  man  den  gemeinen  Logarithmus  durch 
eben  diesen  Modul  dividirt,  oder  durch  seinen  reciproken 
Werth  2,302585...  multiplizirt.  Der  erste  Theil  der 
folgenden  Tabelle  enthält  die  1,  2,  3,  4  •  •  .  .  9fachen  Werthe 
von  2,3026,  0,2303,  0,0230  u.  s.  w.,  und  der  zweite  Theil 
die  1,  2,  3,  4  ...  .  9fachen  Werthe  von  0,43429,  0,04843, 
0,00434  u.  s.  w.  Wie  nun  diese  Vielfachen  zur.Verwand- 
lung  der  Logarithmen  zu  gebrauchen  sind,  werden  folgende 
Beispiele  vor  Augen  führen. 

Wenn  log.  124,7  =  2,09587,  so  folgt 

wegen  2  =  4,6052  \ 

0,09  =  2072 
0,005  =  115 
0,0008  =  18 
0,00007  =  2 

log.  nat.  124,7  =  4,8259, 
wie  weiter  oben  gefunden  wurde. 

Ist  dagegen  log.  nat.  996,7  =  6,9045,  so  folgt 

wegen  6  =  2,60577 

0,9        =    39087 

„       0,004    =        174 

„       0,0005  =  22 

daher  log.  996,7  =  2,9986. 
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Tafel  zur  Verwandlung  der  Logarithmen. 
1.   Gemeine  Logarithmen  in   natürliclie   Lograrithmen   nmzngetzen. 


ii 

Für  die 
Ganzen. 

—    Für  die  Dezimalzifferu. 

S'ö 

1 

o*^ 

1              2       1       3 

4 

5 

1 

2,3026 

0,2303 

0,0230 

0,0023 

0,0002 

0,0000 

2 

4,6052 

0,4605 

0,0461 

0,0046 

0,0005 

0,0000 

3 

6,9078 

0,6908 

0,0691 

0,0069 

0,0007 

0,0001 

4 

9,2103 

0,9210 

0,0921 

0,0092 

0,0009 

0,0001 

5 

11,5129 

1,1513 

0,1151 

0,0115 

0,0012 

0,0001 

6 

13,8155 

1,38-16 

0,1382 

0,0138 

0,0014 

0,0001 

7 

16,1181 

1,6118 

0,1612 

0,0161 

0,0016 

0,0002 

8 

18,4207 

1,8421 

0,1842 

0,0184 

0,0018 

0,0002 

9 

20,7233 

2,0723 

0,2072 

0,0207 

0,0021 

0,0002 

2.'  natürliche  Logarithmen  in  gemeine  Logarithmen  nmznsetzen. 


gg 

•Sä 

Für  die 
Ganzen. 

• 
FiiT  die  Dezimalzifferu. 

1 

2 

3 

4 

5 

1 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

0,43429 
0,86859 
1,30288 
1-,73718 
2,17147 
2,60577 
3,04006 
3,47436 
3,90865 

0,04343 
0,08686 
0,13029 
0,17372 
0,21715 
0,26058 
0,30401 
0,34744 
0,39087 

0,00434 
0,00869 
0,01303 
0,01737 
0,02171 
0,02606 
0,03040 
0,03474 
0,03909 

0,00043 
0,00087 
0,00130 
0,00174 
0,00217 
0,00261 
0,00304 
0,00347 
0,00391 

0,00004 
0,00009 
0,00013 
0,00017 
0,00022 
0,00026 
0,00030 
0,00035 
0,00039 

0,00000 
0,00001 
0,00001 
0,00002 
0,00002 
0,00003 
0,00003 
0,00003 
0,00004 

Kurven. 


Allgemeine  Kurvenlehre. 


Figur  25. 


Ist  für  rechtwinklige  Coor- 
dinaten  n 

so  ist,  Figur  25: 

die  Subtangente 

f  X        /  d  y  ^ ' 


dx 


die  Tangente 


f  X 


dx 


V 


1  + 


dj^ 
dx 


tang. « 


subtang.         d  x 


f  X. 
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Die  Subnornxale. 


dy 
dx' 


Die  Normale. 


"  ^ 


BN  =  fxVl  +  (f' x)^ 


V 


1  + 


/'<iY\' 


dx 


Figur  26. 


Die  Polargleichunj?. 
z  =^  f  if. 
Ist  für  die  Coordinatengleichung : 

C  D  =  X  und  D  B  =  y,  Figur  26, 

CB  =  z, 

TNJ_CB. 
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Die  Subtangente. 
dz 


C  T  =  z2 : 


d<// 


d  z 
cot.CBT  =  -^ — :z. 
d<^ 


BT  = 


Die  Tangente. 


z'  + 


d^ 
d^f 


Die  Subnormale, 
dz 


CN  = 


d.(p 


Die  Normale. 


BN  = 


V 


Ist  AD  =  x,  BD  =  y,  AE  =  a,  EC  =  b,  BC  der 
Krümmungshalbmesser  =  r,  so  ist,  Figur  27: 


r=+^ 


1  + 


dx 


3 

2~ 


a  =  x 


1  + 


dx^' 
l  dx 


d^y 
dx2 


iL 
dx' 
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1  + 


y  + 


dx 


Eine  Gleichung  zwischen  a  und  b  also,  ohne  x  und  y, 
und  deren  Differenziale  gibt  für  jede  besondere  Kurve  die 
Oleichung  für  die  Evolute. 

TiguT  27. 


# 

Für  r  =  ^t  00  erhält  man  x  und  y  entweder  für  einen 
Wendepunkt  oder  eine  Spitze;  einen  Wendepunkt,  wenn 
sowohl  für  X  +  x'  als  auch  x  —  x'  mögliche  Grössen  für  x 
entstehen,  eine  Spitze,  wenn  für  x  +  x'  oder  für  x  —  x% 
y  unmöglich  wird. 


Eektifikationsformel. 
Länge  des  Bogens: 

A  =   /   1/    1  + 


-fV 


dy 


dx 


d  X  +  Const. 


1 
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Quadraturformel. 

Grösse  der  von  einem  Kurvenstücke,  den  beiden  End- 
ordinalen  und  dem  Abscissenstücke  eingeschlossenen  Ebene: 

p  =/y  d  X  +  Const. 

Oberfläche, 

welche  aus  der  Umdrehung   eines  Kurvenstückes  um  die 
Abscisse  entsteht: 

dx 


T  =  27r  /Vl/l  +  f  4^  V  d  X  +  Const. 


Kubaturformel. 

Grösse  des  Körpers  zwischen  einer  krummen  Oberfläche 
und  die  beiden  parallelen  Endflächen; 

K  =Jf  X  d  X  +  Const., 

wo  f  X  die  zu  y  gehörige  Endfläche  ist. 

Körper 

aus  der  Umdrehung  einer  Kurve  um  die  Abscissenaxe,  von 
beiden  Endkreisflächen  eingeschiossen :    . 

K  =  TT  fy^  d  X  +  Const. 

Der  Kreis. 

I.  Mittelpunktsgleichung,  Figur  28: 

^      x2  +  y2  =  r2, 


r 
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Daraus : 


y-Y 


x\ 


n.  Scheitelgleichung  aus  A: 

Figur  28.  y*  =  X  (2  r  —  x), 

daraus: 

y  =Vx(2r-x), 


=  r-V 


r'  — y 
s 


2 


Vnx  +  -''-|  = 


r 

X 


x'  +  y^ 

2x 


Ferner  ist: 


(/)  X 

tang.   2  =y 


r=       y     -. 
sin.  if 

Bezeichnet  z  die  Sehne  AB,  so  ist: 

z  ==  2  r  Gos.  ypj 
z2  =  2rx, 
TT  =  3,14159265359, 
log.  71  =  0,4971499. 

57^  17^/4'   ist   der    dem   Radius    gleiche   Kreisbogen. 
Bogenlänge  und  Inhalt  siehe  Längen-  und  Flächentafel. 


Die  Ellipse. 

Grosse  Halbaxe  s=  a;  kleine  Halbaxe 

I.  Mittelpunktsgleichung,  Figur  29: 

X  ^         V*  b* 

—  -  4-     -  =  1  •  v^  =  —  -  Ta*  —  X  *) 


=  b. 


m.  Oleiehung  aue  A: 


Exzentrizität : 

e  =  y  a'  —  b'~=  a.  sin.  E. 
Sind  P  und  P,  die  Brennpunkte,  ao  ist: 

F»  =  P,D  =  a. 
Die  Ordinate  in  P  iat; 

Parameter  =  2  p, 


113 


Kadiusvektor:       r  =  (a^  +  e  x,)  •  — , 

T,  =  (a*  —  e  X,)  .  — , 

a 

r  +  r,  =  2  a, 
r  = 


a  +  e  eos.  (p 

a  y     / ■ 

Länge  der  Tangente :   t  =  y~-  y  a*  —  e*  x,*, 

a* 
„        „     Subtang. :   t,  = x„ 

„        „    Normale :    n  ==  —  y  a^  —  e^  x,*, 

a 

„        „     Subnorm. :  n,  =  —j-  x,. 

a 

Krümmungshalbmesser:  (>  = 


Für  Punkt  A  ist:    (>i  = 


ab 
b« 


»»        »» 


a 


a^ 


b  • 


n  halbirt  den  -^  zwischen  r  und  r,,  t  bildet  mit  r 
und  r,  die  gleichen  <^  «  und  «,. 

Conjugirte  Durchmesser  (a,  und  b,)  sind  solche,  für 
if eiche  als  Ooordinatenaxen  die  Gleichung  der  Ellipse: 


Trird. 

8 


■• 
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Die  Tangenten  an  den  Enden  eines  conjugirten  Durch- 
messers sind  II  dem  andern.     (Figur  30). 


Aus  obiger  Gleichung  folgt: 


y^  =  ^(a.^-V). 


B.. 


Ferner  ist: 


a,2  +  b,2  =  a«  +  h», 
a,  b,  sin.  («  +  /5)  =  a  b, 

— g-  =  tang.  « tang.  ß. 
a 

Die  Ordinaten  des  mit  der  grossen  Halbaxe  um 
den  Mittelpunkt  der  Ellipse  beschriebenen  Kreises  verhalten 
sich  zu  jenen  der  Ellipse: 

=  a:b. 

Wenn  x  und  y ;  x,  y,  die  Ordinaten  zu  den  Endpunkten 
zweier  conjugirter  Durchmesser  sind,  so  ist: 

x«  -f  x,2  =  a2, 
y'  +  y,'  =  b^ 
y  '  jf  '^^^  X; :  X. 
Längen  und  Inhalt  siehe  „Längen-  und  Flächentafel". 
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Die  Parabel.    (Figur  31  und  32.) 


Parameter: 


Figur  81. 


e« 
p  =  -T-  =  2  c  sin.  «. 

Scheitelgleichung:  y2  =  px, 
Polargleiehung :       r  =  x  +  -j-, 

V«P 


1  +  COS.  </)  * 

Gleichung  für  x,  y,  als  Axen : 
y,2  =  p,x, 


v> 


oder: 


•  X,  = 


4Z2  +  p2 


X,. 


sin.  «2  p 

Wenn  F  der  Brennpunkt,  so  ist: 

P  P 

Trägt  man  an  eine  Abscisse  x  den  Parameter  p  =  N  M 
an  und  beschreibt  einen  Halbkreis  über  A  M,  so  ist  dessen 
Radius:  ^^^ 


Länge  der  Tangente:    =  V  4x2  +  y2, 

2y2 
„        „    Subtang.:     = — - —  =  2x, 

P 


>» 


»» 


>> 


>> 


Normale : 

=yv^ 

p2  +  y^ 

Subnorm. : 

-  72  p. 

<«- 

=<«/, 

tang.  a  = 

p 

2y 

y 

2x' 

8' 


..^^ 


Erammangshslbmessei : 


,^yji^. 


Für  den  Seheitel  A: 

e  =  V»  P- 
Ordinaten  des  Mittelpunktes  vom  ErfinmiiiiigakTeise: 

i  =  3s  +  y.p, 


^ 


WeDtt  —  ein  kleiner  Brneli  annähernd: 

-jfn 


\Jl      5  \yl 
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Die  übrigen  Längen,  Flächen  und  körperlichen  Inhalte 
siehe  „Längen-,  Flächen-  etc.  Tafeln". 

Figur  32. 


Die  Hyperbel.     (Figur  33  und  34.) 


Fignr  33. 


Scheitelgleichung  von  A: 

c  d    -^         .        V 

^  a2   "^  ' 


und: 


a 


yräx  +  xa. 


Mittelpunktsgleichung  von  C: 


oder: 


a2 


b« 


7(x,*-a2), 


b«       ^' 
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Polargleichung  von  F: 


b2 


a  +  e  COS.  <p  * 


b^ 


cd 

4  ' 


ex,  ex,, 

r  =  — a;  r,  =  -—^  +  a, 

a  a 


X 


3B[rämmungshalbmesser : 


(r  r,)V2 
ab 


Im  Scheitel: 


e  = 


a 


Die  Tangente  t  halbirt  den  <  zwischen  r  und  r,  daher: 
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Der  Winkel  «,  den  die  Asymptoten  A  und  A,  mit  der 
Aue  X  bilden,  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

tang.  «,  =  — . 
a* 

Bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  ist: 
b  =  a  und  tang.  «,  =  1, 
«,  =  45^ 

Bezieht  man  die  Hyperbel  auf  ihre  Asymptoten  und 
Jbezeichnet  die  Abscissen  mit  u,  die  Ordinaten  mit  v,  so  ist : 

u  .  V  =  -^'  t  ^'  =  V*  e^  =  p^ 
4 

p  heisst  die  Potenz  der  Hyperbel. 

Länge  der  Tangente  t:      =  ^—  ^ e^x,^  —  a*, 


» 


„    Subtangente : 


x,2  — a2 
2ax  +  x8 


a  +  X 

a2y2 


b«x,  ' 

„        ff    Normale :  =— sl/e^x.«  —  a*, 

a^ 

b^  b2 

ft        „     Subnormale:     =  —  x,  = (a  +  x). 

a»  a2 

Für  den  von  t  mit  X  X  gebildeten  ^  y  ist  (Figur  35) : 

1)2  •  X  b^ 

tang.  r  = — -^  ==  — — -  (a  +  x), 

a2  y  a2y   ^ 


^ 
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Für  den  Mittelpunkt  des  Krümmtingskreises  sind  die 
auf  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  bezogenen  Coordinatenr 


Abscisse  = 


a2  +  b2 
a* 


•  X 


t  > 


^  ^.     ^         a2  +  b2         3 
Ordinate  = ^- •  >  • 

Figur  35. 


Jede  durch  den  Mittelpunkt  M  der  Hyperbel  gezogene 
Gerade  M  0  ist  ein  Durchmesser  derselben  und  jede  mit 
der  Tangente  D  t  ||  Sehne  P  Q  wird  durch  den  Durchmesser 
(in  E)  halbirt. 

Die  Tangente  Dt  bis  zu  den  Asymptoten  verlängert, 
wird  durch  den  Berührungspunkt  D  halbirt. 

Ist: 

DR==X,;  MR  =  u,;  RQ  =  RP  =  y,; 

MD  =  a,;  DL  =  e,, 

so  ist:  .        Q,- 


a,2 


U   2  n    0 


' 
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M  D  und  D  L  sind  coordinirte  Durchmesser.    Es  ist 
für  jeden  Punkt  der  Hyperbel,  wie  D: 

a,  c,  sin.  y  =  a,  c,  sin.  {y  —  ??)  =  a  b, 

a,2  — e;2  =  a8  — b2, 

b2 
tang.  n=^  —z  cot.  y., 

a^sin.  y2  —  b^cos.  y« 

tang.  O)  =  -7 r-^ — r— ; — . 

(a2  +  c2)sin.  ycos.  y 

Verlängert  man  eine  Ordinate  z  bis  in  die  Asymptote 
A,^so  ist: 

oder:  \^^  ab    


z,  —  z  = 


z'  +  z         K  +  Vx»  — aä 


Mächen-    und    Körperräume    siehe    die    betreffenden 
Tafeln. 


Die  Cyclolde.     (Figur  36.) 
Gleichung  von  A  aus: 

y  =  r arc.  I cos.  = j  —  "/^ r x  —  x*. 

Gleichung  von  C  aus: 
y,  =  r  arc.  ( cos.  = )  +  y  2  r  i,  —  x,  2 . 
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Die  Tangente  t  für  Punkt  L  findet  man,  indem  man 
K  und  L  verbindet. 

Figur  36. 


V     I 


:y  x=R(l— COS.«/»), 


Der  Krümmungshalbmesser  für  L  ist: 


Q  =  4:T  sin.^  =  2  L  J, 

für  Punkt  A:  P  =  0, 

für  Punkt  C:  ^,^4^ 

Gleichung  für  die  Evolute  der  Cycloide: 

—  V 


u  =  r  arc.  ( cos.  = i  -|-  "/  2 


r  V  —  v«. 


Die  Evolute  ist  daher  mit  der  Cycloide  congruent. 
Längen-,  Flächen-  und  Körperräume  &iehe  die  Tabelle, 


Die  verkürzte  Cycloide.     (Figur  37.) 

•  CD  Erzeugungskreis,  c  der   beschreibende  Punkt   in 
der  Axe. 

Gleichung  von  A  aus: 

y  =  r  arc.  (cos.  — ^ — J  =  y  2  K  x  —  x*. 
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7 — • 

Die  Normale  t  für  Punkt  1  ist  ||  pD. 
Krümmungshalbmesser : 

^    (B^  +  r^  — 2rEco8.«)V2 
R  (R  —  r  COS.  (p) 

Figur  37. 


Für  Punkt  c: 


Q  — 

(R  +  r)« 
R        ' 

Für  Punkt  a 

» 

Q  — 

(R-r)* 
R 

Für  Punkt  e: 

=  y  R2_r2. 


Xe  =  —  r  </)  +  R  sin.  y. 


A  a  =  R  —  r, 


cos.  (p  =  - -. 


Die  gestreckte  Cycloide.     (Figur  38.) 

C  D  der  erzeugende  Kreis,  c  der  beschreibende  Punkt 
in  der  Axe,  Dt  Tangente  an  iSIreis  cd: 


X  =  r  —  r  cos.  (p 


Tip  —  r sin.  (p. 


Die  Normalen  n  und  n,  sind  ||  t~D.  Die  Linie  f  e  |i  Btt 
a  d  von  dem  Berührungspunlit  F  der  Tangente  tD  gezogen, 
gibt  den  Wendepunkt  e. 


.-V.J'-.-.^t--" 

,.^^-V^ 

^ 

J^              \           V^vJl/ 

A 

A— ^^— ^ 

"■0\l 

M„,                     \ 

B 

ErämmungslialbmesBer  fnr  1: 


Für  den  Sclieitel  e 


FSr  den  Punkt  e 


^f 
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Hypocyoloide.     (Figur  39.) 

BD   sei   der   Grundkreis,   AB   der  Erzeugungskreis, 
«  der  Wälzungswinkel  und  Bogen  EB  =  FB,  so  ist: 

r«  =  R/5, 

X  =  (R  —  r)  COS.  ß  —  T  cos.  («  —  /?)  —  (R  —  2  r), 

y  =  (R  —  r)  sin.  ß  —  r  sin.  (a  —  ß), 

Figur  89. 


Für  2r  =  R  entsteht  für  jeden  Werth  von  «: 

x  =  0;  y  =  2rsin. -g, 

d.  h.,  die  Hypocycloide  wird  eine  Gerade  GN,    die  mit 
BC  normal  ist. 


Die  Epicycloide.     (Figur  40.) 

Ist  BD  der  Grundkreis,  AEB  der  Erzeugungskreis, 
Bogen  BD  =  AEB,  Bogen  BF  =  BE  =  HJ,  so  ist: 

x  =  R  +  2r  —  (R  +  r)  cos.  i//  —  r  cos.  (y  +  i/'), 

=  (R  +  r),  sin.  i/^  +  r  cos.  (<p  +  i//), 

r 


V^ 


R 


=  ß  +  2r-(E  +  r) 

=  (ß  +  r)  sin.  -^  V  +  r  cos.  --r--  •  V- 

Ftgnr  W. 


^_+ji 


Der  <,  den  die  Tangente 
0  J  in  J  mit  der  Abacisse  A  C 
bildet,  ist; 

-■¥-(»+■'.■>>). 

daher  die  Sehne  HJ  zagleich 
die  Tangente. 
Iiünge  der  Subtangente: 

=  tang.  (<l-  +  V«  ¥)■ 
Länge  der  Sabnormale: 
=  y  cot.  (i^  +  V,  <f,). 
Kriimnjungsbalbmeaaer  bei  J:. 

e^4r.^+iLcea-^ 
^  R  +  2r  2  ■ 

Ist  M  N    die    Kreistangente 


-*:fjn  =  hjo,  =  — ~v_. 

Bogenlänge; 

(p  =  w,  ist  AJD  =  4^(E  +  r). 
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Die  Evolvente.     (Figur  41.) 

Ist   AB   das   Stück    einer  beliebigen  Kurve,    deren 
Gleichung  vom  Pol  C  aus: 

A  C  die  Polaxe  -<  A  C  B  =  x,  die  Abscisse  =  B  C  und  y 
die  Ordinate,  so  ist  die  Länge: 

AB  =  v  =  /Vy«  +  (dy)^dx, 

Figur  41. 


die  Länge: 
der  Baum: 


Ist  B  E  die  Evolvente  von  A  B,  also  A  E  die  Tangente 
in  A  ==  V,  die  Normale  E  G  auf  CB  =  z;  CG  =  u,  so  ist: 

u  =  y  COS.  X  +  V  sin.  x, 

z  =  y  sin.  x  —  v  cos.  x, 

B  E  =  V,  =/v  d  X, 

ABE=V2/v2dx. 
Ist  AB  ein  Kreisbogen,  so  ist  für  jedes  x: 

AC  =  r 
und:  AB  =  v  =  rx, 

daher  die  Länge  der  Evolvente: 

AE=/rxdx  =  V8rx«, 
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m 

wobei  die  Tangente: 

BE  =  BogenAB  =  rx 
ist. 

Wickelt  man  weiter  AE  von  A  aus  ab,  so  ist,  wenn 
EF  die  Tangente  in  E  und  =AE  ist,  Bogen: 

A  F  =/  V2  r  X*  ==  Ve  X»  r.     (Figur  42.). 


Ebene :  A  B  C  =  V«  /(r  x)^  =  Ve  r«  •  x^ 
Ebene :  A  E  F  =  V«  /(Ve  r*  x«)  =  Vio  r^  x' 


3  v5 


Die  Konchoide  oder  Muschellinie.     (Figur  48.) 

Entstehung.  Man  ziehe  x'  x  und  B  C  senkrecht  zu 
einander,  mache  A  B  und  A  D  =  a,  ziehe  die  beliebige  Linie 
C  Q  und  mache  R  Q  ==  E  N  =  a,  so  sind  N  und  Q  Kurven- 
punkte. 

b  +  y  b  — y 

PQ2+PR2==Qß2, 
MN2  +  M!R2  =  NR2, 
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:al30: 
und: 


y2  + 


X'2  y2 


a2. 


(b-y)2 

Gleichung  für  die  obere  Konehoide: 
3r4  +  2by8  +  (x2  +  b2  — a2)y2— 2a2by  — a2b«  =  0, 
für  die  untere: 
y4  — 2by3  +  (x8  +  b2— a2)y2  +  2a2by  — a«b2  =  0. 

Figur  43. 


Liegt  c  in  D,  so  hat  man  für  beide  Kurven: 

y4 -jr  2  a  y»  +  x2  y 2  zp  2  as  y  —  a4  =  0. 

Man  erhält  dann  die  Kurven: 

K,BundDE'. 

Liegt  der  Pol  c  in  C,  so  entsteht  B  L'  und  D  C  F'  und 
bei  C  ein  Knoten. 

9 
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Ist  C  D  der  obere,  A  B  der  untere  Radius  einer  Säule,. 
80  mache  man  DE  =  AB  und  ziehe  FED.  Für  jede 
andere  Linie  F  H  mache  man  G  H  =  K  G  =D  E.  (Figur  44.) 


Figur  44. 


Neoide.     (Figur  45  und  46.) 
Entstehung.    Man  theilt  den  Halbkreis  AMB  i» 
n  gleiche  Theile  und  die  Linie  B  D  gleichfalls  in  n  gleiche^ 

Figur  45. 

A  ^ _^ 

Figur  46. 


Theile,  zieht  C  Q  beliebig  und  macht  M  Q  ebensoviel  Theile 
von  B  D  lang,  als  der  Bogen  A  M  Theile  enthält.  Es  musa 
also  stets  die  Proportion  stattfinden: 


131 


arc.  A  M :  arc.  A  M  B  =  M  Q :  B  D, 

also  CQ  stets  gleich  sein: 

a</) 


r  + 


7t 


Es  ist  also: 


a^ 
n 

aL<fi 

71 


cos.  y, 


sm.  <p. 


Die  Neoide  bildet  auf  der  unbegrenzten  Gerade  A  D 
unendlich  viele  Knoten. 


Figur  47. 


Die  Gleich gewichtskurve.     (Figur  47  und  48.) 

A  R   sei   die    [gegebene   Kurve ,    ihre    Gleichung    sei 
=  f  (x') ,  B  H  die  gesuchte  Gleichgewichtskurve,  x  und 

y  ihre  Coordinaten,  R  N  Ab- 
scissenaxe,  AN  Normale,  GN 
Subnormale  =  n,  R  G  halbe 
Axe  =  a,  die  Länge  des  Fadens 
=  c,  das  Stück  R  B  des- 
selben =  b ,  g  die  Last ,  p  die 
Kraft. 

Wenn  g  bei  A  steht  und  p 
bei  B  hängt,  so  ist: 

c  — b 


P  = 


g- 


a  +  n 

Es  sei  nun  eine  Bewegung 
erfolgt  und  g  daher  bei  C,  p 
bei  D,  so  ist  der  Weg  der  Last 

=  a  —  x'. 


und  der  Weg  der  Kraft  =  x,  also: 


9* 
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und: 


1.  X  ==  -  -  (a  —  x')  und  x'  =  a ■ —  x, 

c  —  h  a  +  n 

Nun  wäre: 

y»  =  z«  -  (x  +  b)*, 

(c  — z)«  =  x'*  +  y'*. 

Berechnet  man  hieraus  z,  so  erhält  man: 

2.  y^  =  (c  —  l/x'2  +  y'T  —  (h  +  x)*. 
Substituirt  man  den  Werth  von  x,  so  kommt: 

3.  y  =  j/(c  -  Vx'M^)'  -  (b  +  l^(a-x'))  '. 

Man  hat  also  folgende  Bestimmungsgleichungen: 
T  c-b 

n.  X  =  ^^°- (a  -  X'). 
c  —  b  ' 

in.  y  =  |/(c  -  yx'*'+y'^)«  -  (b  +  ^+A(a-x'))*. 

IV.  y'  =  f(xO. 
Gleichgewichtskurve  für  eine  Kreisquadrate.  Hief&r  ist: 

n  =  0,  c  — b==a  >/2,    A+^=i/jy2; 

y'2  =  2  a  x'  —  x'^  also  y'*  +  x'^  =  2  a  x'. 
Durch  Substitution  in  die  allgemeine  Gleichung  erhält  man : 
I.  p^gVi;  _ 

n.  X  =  V«  (a  —  x')  y  2, 

ni.  y  -  V  (c  —  y  27^)^^  —  [b  +  V>  (a  —  xOV  2"]«. 
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Will   man  eine  Gleichung  nnter  x  und  y,  so  drücke 
man  x'  in  Funktion  von  x  aus,  dann  ist: 


VTa^ 


2ax  V2  P  — (l>  +  x)*- 


Will  man  die  Gleichung  durch  Kreis- 
funktit)nen  ausdrücken,  so  ziehe  man  das 
Perpendikel  d  von  G  auf  E  A,  so  hat  man : 

d=V2ay'2 

und  wenn  «  den  Erhebungswinkel  der  Last 
g  bezeichnet,  so  ist: 

a  —  x'  =  a  sin.  « 


und: 


I.     X  ==  7*  *  V^sin.  «  =  d  sin.  «, 


n.    y  =  y  (c  —  a  y  2  COS.  «)'  —  Q>  +  '/•  a  V  2  sin.  «)^ 

Mittelst  der  Formel : 

d  sin.  «  =  X 

und  der  Grösse  z  lässt  sich  A  E  T  D  und  mithin  die  ganze 
Kurve  leicht  konstruiren. 

Die  Kurve  ist  eine  Epicycloide. 


Logarithmisohe  Linie.    (Figur  49.) 

Logarithmische  Linie  ist  jede  Kurve,  deren  Ordinaten 
eine  geometrische  Beihe  bilden,  während  die  Abscissen 
nach  einer  arithmetischen  Eeihe  fortschreiten.  Für  die 
Abscissen  a,  2  a,  3  a  u.  s.  w.  sind  die  Ordinaten: 

.2 


•  •  • 


L"-«rf- 


1B4 


Gleichung  von  A  aus,  wenn  x  =  na: 


Für  b  =  l  ist: 


alog.  y  =  xlog.  c; 
a  :  X  =  log.  c  :  log.  y. 

Figur  49. 


A    3      Jf     £ 


Ist  GH  die  Tangente  in  G,  so  ist: 

In  •  c 
tang. «  =  y 


a 


a 


Subtang. :  F  H  =  ,  , 

°  1  n  •  c 

(constant  für  jeden  Punkt  der  KuiVe). 


Subnonn.:  F J=y' 


In  •  c 
a 


Für  den  Mittelpunkt  der  Krümmung: 

a«  —  yMl  n  c)* 
Abscisse:  x,  =  x ^i^^^^ * 


^ 
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Ordinate :      J,  =  J  + 


SL^  +  filli'  c)2 


Halbmesser:  q  =  - 


y(ln  •  c)^ 
[a«  +  yMln.cr]V2 


y  (1  n  •  c)^ 


Spirallinie.     (Figur  50.) 

Hat  eine  Kurve  die  Coordinatengleichung : 

y  =  y  X, 

ist  C  der  Anfangspunkt  der  Abscissen,  ist  um  C  der  Kreis 
F  G  mit  dem  Halbmesser  =  1  besclirieben  und  sind  von 
A  aus  die  Bogen: 


AB,  AD,  AE,  AF  =  2  7r 


(fa, 


abgetragen,  so  erhält  man  die  Spirale,  wenn  man  für  a 
eine  beliebige  Länge  CM  annimmt,  für  x  nach  und  nach 

Figur  50. 


die  Werthe  0,  1,  2,  3  u.  s.  w.  einsetzt,  auf  den  Radien 
C  B,  C  D,  C  E  u.  s.  w.  die  Längen  C  =  0,  C  D  =  1, 
C  H  =  2,  C  J  ==  3  als  die  jedesmaligen  Werthe  von  x  auf- 
trägt, und  die  Punkte  C  D  H  J  verbindet. 
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Die  Spirale  fährt  ihren  Namen  nach  der  erzeugende» 
Kurve : 

Fürx  =  a  entsteht: 

i;  =  2  TT  -f—  =  2  TT. 

Die  Spirale  hat  eine  ganze  Windung  gemacht  und  es^ 
entsteht  die  zweite  Windung  von: 

X  =s=  a  +  1  bis  X  =  2  a  u.  s.  w. 


Archimedische  Spirale. 

Die  erzeugende  Kurve  ist  die  gerade  Linie: 

y  =  yx  =  b  +  cx, 
b  +  ex      ^ 

V  =  -r-J 2  TT. 

b  +  ca 

Geht   die  gerade  Linie    durch   deft  Anfangspunkt  C^ 
so  ist: 

b  =  0  und  V  == TT. 

a 

x  =  --^  +  i^J:il^^ 

c  ^       2  7rc 
Die  Kurve  ist  identisch  mit  der  Neoide. 


Logarithmische  Spiraie. 

Die  erzeugende  Kurve  ist  die  logarithmische  Linier 

1. 
y««yx=«c», 


1B7 


also  für  die  Spirale: 


3C 

X 

ß*      ^ 

f.» 

— — 2?r  = 

a 

2  TT 

C 

C» 

X 

—             C 
o  a 

•  l', 

/ 

V 

X 

1  n 

• 

a 

1  n  ^       — 

2  TT 

und: 
oder: 


Damit  v  nicht  als  log.  gegeben  wird,  vertausche  man 
X  mit  y,  so  ist: 

X  =  c», 


woraus : 


mithin: 


-^  log.'  c  =  log.  X, 
log.  X 


a 


y  =  yx  =  a 


log.  c  * 


V 


log,  c 
log,  c 
log.  c 

log.x 

log.  G 


a 


a 
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2  TT. 


1 


riäoheD-,  Schwerpunkts-  und  Längen -Tafel. 


ZI 


& 

.   ) 

r=^  0,5642  y"P, 

1 

l-a 

F  =  F,=  Vsxy, 
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SekwArpRnktsltflre. 


X&age. 


z  = 


b  +  c 


a  +  b  +  c 


Umfang  =  a  +  b  +  c. 


Abstand  vom  Kreismittel- 
punkt: 


z  = 


r  s         r  sm.  « 


ec 


Wenn  der  Centriwinkel 
=  ß^  ist,  so  ist  der  Bogen: 

b==  0,017453 /9^r. 


Schwerpunkt  im  Centrum 


Umfang: 

=  2  r  TT  =  6,28319  r. 


z  ==  7»  X, 


Bogen    P  A  Q    bei    ge- 
drückter Form — annähernd ; 


X 


=  2y  i  +  V.,2y 

vide  Kurven. 


Fam. 

Fltcknildkklt. 

i 

^ 

p  =  ab.  8,14159 

o 

1 

1 

.^ 

P  =  b  ft  Bin.  o. 

1 

>=-"-t^.. 

[ 


IJClinerTymktdaga. 


Scbweriiuntt   im   Mittel- 


Attataud  von  einer  Ebene, 

nenn   a,  h,  c  die   Abstände 
der  Eoken. 


Iiu  DurchBcbnittspunktder 
D^onalen, 


Umfang: 
=^(a+b)[n-V.( 


Va  +  i.; 
a— by 
a+bj        ■ 


UmfaDg: 

s  =  a  +  b  +  c, 
auch  ist  dann: 

-i/i(H(;- 


In  dl.'  r  Halbirungslinie  a  i  a> : 


Irreguläres 
nEot. 


Man  zerlege  die  Figur  in 
Dreiecke,  Trapeze  etc.,  be- 
rechne deren  Inhalt  und 
summire  ihn. 


F  =  0,008727  rV°- 
F=^  {0,017453  |S0 
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SebweipmnlEtilair«* 

Linse. 

Schwerpunkt  im  Mittel- 

• 

punkt. 

• 

• 

% 

Abstand  von   einer  be- 
liebigen Linie: 

Stat.  Mom.  d.  Fläche 
^         Inhalt  der  Fläche  ' 

• 

Z  =  Vs  r ;r . 

P 

< 

s» 

T   -  .    . 

Bogenlänge  bei  gedrückter 
Form  annähernd: 

«s+Vs  .— , 
Länge  des  Radius: 

^         12  F  ' 

Bin.    2 

Z  — -  V«  r : T-.             1 

'      /9  —  Sin.  ß            ^ 

V*  s»  +  h« 

r    S3SB 

2h        • 

z  «  0,4244  r, 
annähernd: 
z  «  "/88  r. 

10 


FlickeiÜBkilt. 


Bezeichnet  F,  den  ent- 
spiech  enden  Abschaitt  im 
grossen  Axenlireise,  so  ist: 
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SchwerfiaktalHr«. 

Länge. 

.      ß 

Mitte  der  Figur. 

• 

4      n«  — M» 
^        3  71     ri«      r«   • 

« 

10" 


Forni, 

FliokonlDbllt. 

, 

r'^*!^ 

P  = '/.  L  s  sin.  «, 

FM 

^-        » 

ab  II  Ä  halbirt  F. 

An  A. 

.S 
1 

f 

h 

Siebe   Theil  U 
angewandte  Mathematik. 

% 

Mao  tlieile  a  u  n  gleiche 
Theile   wobei  n  eine  gerade 
Zahl  BOin  inuss    ÄMannUt: 

ii 

M\ 

F=[bo  +  4(h.  +  h.... 
+  hi.-l)  +  2(h.  +  h. 

--- 

+  ■••'■— »Sn- 
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Sehwerpnnktslage* 

LSnge. 

■ 

• 

• 

Abstand  von  a: 

1.4hi  +  2.2h2  +  3«4h8+«4«2h4 


a 

z  =  — 

n 


ho  +  4hi  +  2h8  +  41i8 


Abstand  yon  ho: 

h6«  +  4hl«  +  2 ha«  +  4h8*  +  •  2  .  hi«  • 


zi  = 


ho  +  4  hl  +  2  hj  +  4  hs  -f  2  h4  .  •  • 


L 


FiMhtaJmhiat. 


Fläche  map 


FUche  QEP 
Fische  EEP 
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SchweipunkJliiIafe. 

Lange. 

• 

am  —  Bogen  f  am 
p  8  —  2  r        l  —  y, 

m  s  —  r  TT. 
Bogen  n  m : 

—  4  r  f  1  —  COS.  -^  . 

Bogen  m  p :  —  4  r. 

Fläche  A  L  i- 

=  r*  {'/.¥> -2  sin.  V 
+  ■/>  sin.  <p  COS.  tf). 
Fläche  ALM 

=  r'(sin.  y  — <PC0H.  V 
—  V*  V  +  '/»  Bin.  <p  eos.  <f). 
Fläche  ADCLA 
=  =/)  71  r'. 

Fläche  ABCLA 

Flache  C  L  0 

=  r'  C/i  <p'  +  ain.  if' 

—  V'  coa.  v' 
—  Vi  ain.  (f'  COS.  ^')- 
Fläche  CLZ 
=  V»''Uv'— «n.ycos.vO- 


Fläche  AJDB 
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Sek<w«r|»»«kt»lft9«. 


Lftnge. 


Halbe  Cycloide: 
ALC  =  4r. 

Bogen: 

LC  =  2KL, 
==2CP. 


Bogen: 


Fl«mr. 

.      Flächanlnliklt. 

-S 

s 

Entstehung 

iebe 

Längen-      und     Rauni- 

unter  Kurren. 

Maaasc  siehe  auter  Surren. 

k 

J 


J[örperinlialt,  Flächen-  und  Schwerpunkts -Tafel. 


F«TM. 

DaUcli«             Fl. 

/ 

il 

^><:? 

F.  =  (a  +  l>  +  c}l. 

/'-.-, 

[ 

/ 

/ » 

/ 

F.=2l(b  +  li), 
Ft=bb. 

t 

/ 

i 

f^ 

t 

Fi  =  bh. 

il 

1 

,  1 

Fi«61r, 
F«  =  2,598  r'. 

157 


GnbikiBhalt. 

Selurerpunktalftge. 

bh 
""     2     •^• 

/ 

«bhl. 

In  der  Verbindungslinie 
der  Schwerpunkte  von  den 
Endflächen. 

Abstand  von  denselben: 
1 

-=bhl. 

^       2 

für  den  Körper  wie  für  den 

Mantel  allein: 

«  2,698 1  r*. 

dito. 

.?-s 


J    i 


I         P,  =  r*n 


i, 

m2::5^ 

F,_l(.  +  b  +  o...). 

1    ; 

Fl  nkchziuiuisseii. 

■*;i 

F.  — l(a  +  b  +  c 


+  lli  +  l»)b  +  (b-t-h)i:l. 

Untere  Flache  Fs  undobwe 

FUcbe  Fl  kk  Dreieck  zu  bc- 


159 


CubiklnlMlt. 

SehwerpuBktftUge. 

=  r*7rl. 

Wie  vor. 

—  a«. 

Wie  vor. 

—  F2I. 
=  Fj1. 

Wie  vor. 

F«  (li  + 1>  +  h) 

z— li^  +  b^  +  la^  +  lib+lils+lals 

—  ~             8 

4(11+12  +  18) 

1 


C3 

I 

F.-r... 

■^ 

■/. 

•/ 

Fl  — 4  a», 

1 

l 

• 

l^ 

Fi  =  »'. 

f. 
IJ 

/ 

i 

F.=l(a  +  b  +  c...), 
Ft  DschzamesseD. 

11 

/// 

F.  =  l(a  +  b  +  c...), 
Fl  nachzDinessen. 

II 

1 

1 

A 

+  (b  +  l.)b  +  as+h)c]. 
Untere  PlächeF.  nndobere 
Fläclie  Y»  als  Dreieck  %\x  be- 
rechnen. 
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CuMUnhalt. 

Sehwerpunktelage. 

—  r^TTl. 

Wie  vor. 

—  a«. 

Wie  vor. 

—  F2I. 

—  F2I. 

Wie  vor. 

F2  (h  +  I2  +  la) 

z  — li^  +  h^  +  b^  +  lila+lils+lals 

-^                3 

4(li  +  h4-l8) 

"^ 


Fl  -=  2  i  r 


il 

•sa 


Fl  UHchzumessen. 


Fl  nachzumessen. 


+  (l.  +  Mb  +  (lB+I>)c]. 
UntercFlächeFj  und  obere- 
FlSche  Fa  ah  Dreieck  zu  be- 
rechnen. 
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CubiklBhalt. 

Sehwerpunktslage. 

—  r^TTl. 

Wie  vor. 

—  a». 

Wie  vor. 

—  F2I. 
-Fil. 

Wie  vor. 

F2  (h + 1» + 1») 

Z  — Il*  +  h«  +  l3*  +  lll24-lll8+l2l3 

3 

4(ll+l2  +  l8) 

n 


F»r». 

Dniaiet.                 Fl. 
ElB«  «ruudllgelie  F.. 

4 
1 

S 

4\ 

A 

1 

/-*i 

)/- 

1 

Fi  =  alj. 

i 
*1 

,4 

'-i 

B 

h 

Untere  Fläche  Fs    nach- 

s" 

rt 

V 

il\A 

Ft 

i 
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Cnbiklnhalt. 

Schwerpunktelagre* 

abh 
3     • 

Für  den  Mantel  allein: 
h 

• 

In  der  Verbindungslinie  der 
Spitze  mit  dem  Schwerpunkte 
von.  F»: 

h 

=(Fj  +  F8  +  "/F2Fs)|. 

« 

1 

F2  +  21/F2F3  +  3FS  ^  h 
F2  +  2VF2FS+F8       4 

11 
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1 


Form. 


Umfliche  Ei. 

Eine  Grnndflache  Fa. 


o 


•  l-t 

o 

0 


CS 
P 


/es 


Speziell  nachzurechnen. 


•pH 


dito. 


TS 

O 

w 


Fl  =  2  TT  1  (n  +  ra), 
=  4  TT  1  r, 

=  2  ;r  r  b. 
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/ 

Cubikinhalt. 

Sehwerpnnktslage. 

—  [2  (ai  bi  +  as  ba) 
+  (aib2  +  a8bi)]^. 

Abstand  von  Fläche  ai  bi 

• 

ai  bi  +  3  aa  ba  +  ai  ba 
2ai  bi  +  2  aa  ba  +  ai  ha 
+  aa  bi       h 
+  aa  bi       2  • 

._       ,      .  bi h 
=  (2ai  +  a2)    ^    . 

1 

7rl(ri2  — ra^), 
2:7rrbl. 

Mitte  der  Figur: 

1 
'        2- 

11* 


^■u. 


1 
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Form. 


Vmfläche  Fi. 

Eine  GroBdflaehe  Fs. 


o3 
S 


O 

rQ 

ei 

cö 

pH 


F2  =  */8ry. 


P^ 


Ganze  Fläche: 
F  =  47r2Rr. 


=  sr7r 

F2 


r*7r. 


h4 


Fl  =  ;r  (n  +  r*)  x 

F2  =  n^  TT, 
Fs  =  n«  n. 
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CaUklnhalt. 

SehwerpQBktslage. 

-*/8lxy. 

z  —  ^/s  X, 

Abstand  von  der  Grundfläche 

1 
2* 

2  7i»Er«. 

Mitte  der  Figur. 

3     • 

h 

Für  den  Mantel  allein: 
h 

71 


— -  h  (ri*  -f  n  r2  +  rt*). 


z  =  - 


h  /ri*+2rir2  +  3r«* 
4  \  ri*  +  rir2  +  r2* 

Für  den  Mantel  allein; 
n  +  2  rä 


z  =  Vs  h 


n  +  r2 
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ümfl&ehe  Fi. 

Eine  Orundfläehe  Fs. 


0 


SS 

o 

r- ^ 


G 


p  =4r*;r. 


Kegelmantel: 
F  =  a  TT  r, 


Fa 

r 


27rrli, 
71  (a*  +  h«). 

a*7r, 

a»  +  h» 
2h      • 


Fl  =  2  r  TT  h. 
Kagelhalbmesser : 

_  a»  +  h' 
"■"       21i     ' 
Fl  =  TT  (a«  +  h«), 
Fa  ==  a*  n, 
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Cabikinhalt. 


Schwerpauktslage. 


3 


Im  Mittelpunkte. 


2/8  n  r*  h. 


V*   r 


Für  den  Mantel: 
h 


^hMr--^ 


n 


=  -h(3a'  +  h'); 

für     einen     niedri^lri'  Äb- 
Bchnitt  annähernd 

7ra*h 


Z  =  8/4 


(2  r  —  h)^ 


3r  — h 
(vom  Mittelpunkt  C  ab). 

Für  den  Mantel  allein: 

z  =  r  —  Vä  h. 


=  Differenz  zweier  Kugel- 
abschnitte: 

=  ~(3a«  +  8b«  +  h«). 


Für  den  Mantel  allein 
ist  der  Abstand  von  der 
Grundfläche: 

h 

Für  den  Körper: 
z  =  */4  h 


3r*  — h»* 


^BLfho.^ 


F>  =  3,14159  (a'  —  ai*)- 


Hit  Hilfe  d«i  Ellipse  : 
berechnen. 


Mit  Hilfe  des  Ereisea  resp. 
der  Parabel  zu  berechnen. 
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Cnbikiohalt. 


Sehwerpvnktslage. 


n 


-g- h  (8  a» +.h»), 


71 


~hi(3ai«  +  hi8). 


Wenn  «  der  Centriwinkel, 
so  ist  der  Abstand  vom 
Centrum  der  Kugel: 


z=='/i 


a*— ^1* 


•    l+eos. 


a 


a»— ai»   r  '  ™-2r 


-( 


«^+/«^+y^_.\  ^r 


180 


3    • 


^'^[2(ab  +  aibi) 
+  a  bi  +  ai  b]. 


Für  kreisförmige: 

=  -^(2n»+r2»), 

far  parabolische  Krümmung 
der  Dauben: 


=  :;rl 


2ri  +  r»\* 


Mitte  der  Figur. 


L 


172 


1 


Fora« 


ümflaehe  Fi. 

Eine  GrundflSehe  Fa. 


d 

o 

o 

09 
O) 

■g 

•  ■-4 

;ä 


Wenn  n  die  Seitenzahl  uncL 
s  die  Summe  der  Winkel: 


Fl  =  V« 


Fi 


s 


90 


r*  71 


:n+4) 


r*  TT. 


a^ 


180" 


-*3 

OS  a> 

'S 


Fi  =  :^r(l  +  li). 


/ 


bObß 
«t-i 


Fl  =  2  r  TT  (s  +  si). 
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^      _ 


CuMkinhalt. 

Sehwexfwaktslage. 

Durch    Zerlegung    in 
sphärische  A  A    zu   he- 
rechnen. 

V 

=  7rr*      2      • 

• 

• 

« 

« 

/ 
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Vmfliche  Fi. 

Eine  OmndflSehe  £2. 


SS 

o 
IS3 

o 

09 

•  l-t 

■*^ 

PL, 

•  iH 


<o 


J    ! 
^    I 


Fi 
M 


Exzentrizität  =  e. 


r-- 

f' 

M 

1 

>> 

--o-- 

--> 

L___ 

V-, 


•fi 


^  !<--€">» 


Fl 


=^[nyit^-e^^ 


,     a*  e  u 

-\ arc.  — 2- 

e  a* 


F2  =  Kreis  mit  y  resp.  c. 


Fi  = 


Tra 


ui  lAc*  +  e*  ui* 


G' 


+  —  logn. 


eui  +  >/c*  +  e*ui*' 


F2  =  Kreis  mit  a  resp.  u. 


F2  =  halbe  Oberfläche  des- 
EUipsoids  minus  Zone  N  resp.  M. 
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Cnbikinhalt. 


SehwerpimktsUge. 


==*/8^ae^ 


a  — 


X 


=  ^a-Tra^c 


Tf&^Xl^ 


Xl 


=  ^.^_,,.    a-- 


^?=  TT  — r-xr    c — 


3 


üB^  •—..:«_» 


L«  OnndOichc  P>. 


Exzentrizität  e. 


a 


B'  [      e-y»' 


Fl  =  Ereis  mit  j. 


Pi  =  Kreis  mit  a. 


...,„...„. 

= 

V....- 

Im 

Mittelpunkte. 

- 

,„... 

a..gi. 

. 

Ta'^ 

(3.  +  I 

. 

=" 

^r< 

'—3  b' 

+  3«"). 

=  7tr 

(■!■  »■  - 

■/.). 

L_ 


Bei  einer  Dreliung  um  a 

=  6  n'  r». 
Bei  einer  Drehung  um  2 


^ 


Pdik. 

CmBicb«                Fl, 
«Be  (iriindllnthe  Fs. 

ö 

ä 

*  1. 

R— > 

fl 

11 

BeieiiierDrelmiigum2rL 

■fe 

V 

Ijl 

F,  =  8  ^  r'  (^  -  Vs). 

•3 

V 

ß 

e 

ScbTrerpufebtBligfl. 


Kurven  -  Eonstroktions  -  Tafel. 


12" 


FtgM.         . 

iatgib». 

Kreis. 

jTK 

Dinen   Kreis 

«k. 

'\    \     \ 

durch  drei 

\ 

ZV 

Puniite    a  b  o 
zu  legen. 

dito. 

o 

Eiiw  Tangente 
andenPiiiütta 
zukoiistruiren. 

dito. 

^?'VA 

Von  Punkt  a 

^ 

kp 

aus  Tangenten 

an  dcu  Kreis 

au  legen. 
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Kongtmktion. 


a  b  und  b  c  in  n  und  n,  halbirt. 


mn  J^  ab;  mn,    I    bc. 


Mit  am  O  ^^  Punkt  m. 


Ziehe  am  und  setze  at  J_  am,  so  ist  at  die  Tan- 
gente. 


Ziebe  a  m  und  lege  ©  über  a  m,  so  sind  a  n  und  a  n^ 
Tangenten. 


W  "         T, 


Gegeben  die 
Brennpunkte 
P  und  Fl. 


dito. 

TPss^ 

Konatruktion 

^ 

iTÖT 

der  Ellipse  aoa 
den  Halbaxea 

a.  und  b. 

^-y^ 

dito. 

^. 

Konatruttion 

der    Tangente 

tt  an  Punkt  n. 

Gegeben 

^■lIS 

». i      '' 

a   und   b. 

Setze  in  b  einen  Stift,  spanne  einea  Faden  von  F 
über  h  nach  F,  und  fölirs  den  Stift  b  —  den  Faden  straff 
iialtend  —  hemm.    Er  beaehreibt  eine  Ellipse. 


Man  lege  O  "'it  l  um  m;  Q  ""*  "  <""  m;  Ziehe 
«inen  beliebigen  Badini  mn;  dnieh  Pankt  o  die  Linie 
o  p  11  a  und  durch  o,  die  Linie  i  b  ||  b,  so  ist  x  ein  Pankt 
Aer  Ellipse. 


Sehlage  mit  a  um  h  zwei  Bogen,  a»  und  f  und  f, 
die  Brennpunite. 

Ziehe  1^  und  mache  nn,  =  Hl  balbiie  nT?  und 
ziehe  n  t.  bu  ist  dieses  die  1 


k  ^ 


Tangente 
Punkt  ra 


dito. 

Konrtrultion 

^hc 

s 

des 

/ 

^ 

^ 

'^^ 

koiijngirten 
Durclimcssera 

[ 

..  ^ 

r.  1 

"■-"-^ 

2iv--«,-— > 

.  dito. 

/f^ 

Eonetruktion 
der    HalbasHn 

_,„ 

a  und  b  au9 

/ 

t  /5^~^ 

den  gegebenen 

( 

Ms 

konju^rten 

x^ 

-^  '  ''' 

a.  und  bi. 
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'  Konstruktion. 


i  und  f,  Brennpunkte. 
Kreisbogen  mit  2  a  um  f. 
Kreisbogen  mit  rf,  um  r. 

Verbinde  f  mit  s,  und  ziehe  TF,   so  ist   diese»  die^ 
Tangente. 


O  mit  a  um  m. 

0  P  J-  durch  n  auf  a. 

0  mit  m  verbunden. 

0,  m  J_  auf  öm. 

0/  p,  JL  auf  a. 

n,  m  ist  der  konj.  Durchmesser. 


c  n  J^  von  c  aus  auf  b, 
cg  =  ef  =  b, 
,  g  mit  m  verbunden, 
f  mit  m  verbunden. 

•^  gm  f  halbirt  und  pm  JL  auf  a,  so  sind  b  und  a  die 

Eichtungen  der  Halbaxen. 

Ihre  Längen  sind: 

mg  +  mT 


a  = 
b  = 


2 
mTg  —  mT 


Konatjuttion 
der   Kürbünic 

ftua   ßnf 
Mittelpuokten. 
Gegeben  a  ix.  h. 


l 


0  mit  b  um  m. 
•  gf  =  äX  und  Kg  halbirt  ia  k. 

so  sind  I.  II.  m.  Mittelpunkte  für  die  Kreise  b 
die  Korblinie  besteht. 


'/b  d  g  =  SnH  =  m  n  =  nT. 


r  mit  I  Terbunden. 
Alsdann  sind  I.  II.  III.  die  Mittelpunkte  f&i  die  e 
Jlfte  der  Eerblinie. 


h  ^ 


u 


pQiikt  iM,  dar 

SehoiWpunkt 

A  uniL  dii; 

Aseiirichtung 

A  X- 


dito. 

T 

--' 

Gegeben  der 
Scheitelpunkt 

A  imd  der 
BrennpunktF 

J. 

l 

»■ 

X 

«etze  B^  _L  AX  und  MB  X  AB,  Tlieile  UM 
in  baliabig  viele  =  Theile.  Ebenso  AÖ  in  dieselbe 
Anzahl.  Ziehe  die  Strahloii  A  1;  A2,  A  S  u.  s.  w.  Die 
I  Linien  mit  ÄX,  I.  IL  HI.  n.  a.  w-,  »0  sind  xx 
Punkte  der  ParabcL 


Man  lasse  den  Sclieitel  eines  rechten  Winkels  an 
AY  so  gleiten,  daas  der  eine  Schenkel  immer  durch  i" 
geht.  Der  andere  Schenkel  bildet  däim  stets  eine  Tan- 
gente zur  Parabel. 

Man  lege  eine  Kurve  berührend  an  die  Linien  12,  2  3, 
(,  w.,  so  iat  dieses  die  Parabel. 


Flg«. 

Anffc.*«. 

Parab 
h 

el, 

y 

1  «•■ 

Gegeben  die 

A. 

Br^niipuüktP. 

' 

t 

V 

y 

* 

aito. 

^^ 

^ 

/ 

^ 

J^ 

Beliebige 
Parabel. 

TT  J_  Fi;. 
Lege  ein  Lineal  ab  fest  an  TY  und  einen  rectiteti 
Winket  dcf  an  ab,  maehe  einen  Faden  feF  ao  lang  wie 
cT  Befestige  das  eine  Ende  in  F,  daa  andere  in  f.  Ver- 
schiebe  d  c  f  an  ä~b  und  fShre  einen  Zeichenstift  s  —  den 
Faden  stets  straff  Iialf«nd  —  an  c  f.  Er  beschreibt  die 
gesuchte  Parabel. 


l 


Trage  auf  jeden  Schenkel  eines  Winkels  gleich  viele 
nnd  gleiche  TheUe  ab,  und  verbinde  die  Pnnkte  nie  die 
Fignr  zeigt,     x  x  sind  Parabelpnnkte. 


Parabel. 

// 

f 

Konstruktion 
dar    Tangente 

Pnnkt    e. 

d          «V  F 

dito. 

<{ 

f 

Deagloichon 

V' 

X ' 

Punkte  Q  ans. 

' 

^\ 
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KonstraktioB. 


Mache  ad  =  ac  oder  df  =  fe.     Te  ist  die  Tan- 
gente. 


af  =  ab. 
©  mit  Qf  um  Q. 
cd  und  gH  II  b n. 
d  und  h  sind  die  Berührungspunkte  der  Tangenten. 


■r  _ 


13 


\ 


Plg«r. 

i.rg.be. 

Hyperbel. 

€ 

OegebeD  die 
'Breimptinkte 
fondf,,  sowie 

die  Scheitel 

aimdb. 

..    ^ 

Konstruktion 

der 
Asymptoten. 

Lineal  f  c  drehbar  um  Bresopnnkt  f.'  Faden  c  d  f, 
=  f  c  minna  ak  Der  Fahratift  d  besehreibt  unter  Straff- 
halteu  des  Fudens  einen  Arm  der  Hyperbel.  Um  die  andere 
Hälfte  zu  verzeichnen  iiiacbe  man  das  Lineal  um  f,  drehbar. 


gb  XH; 

nj  g  und  m  g,  sind  Aspnptoten 


CjcUide. 

Q 


X   1 "\           •    ' ' 

5 

L      1,     \.  •  . 

t      i,-     1 

! 

ErzeugUDgs- 


197 


Koiutmktion. 


Rolle  einen  Kreis  von  Blech,  Holz  oder  dergl.  längs 
dem  Lineal  a  b  und  befestige  bei  s  einen  Stift,  so  beschreibt 
derselbe  eine  Cycloide. 


Mache  Bogen  ab  ==  Linie  ac.    Bogen  af  =  Linie 
. a g.     Kreise  mit  r  um  d  und  h,  und  <^«  =  «,  ^^ß  =  <^ft, 
so  sind  3«  »e  Punkte  der  Cycloide. 


Linien  ab  =  Halbkreis  ac.  Theile  Beides  in  belie- 
big viele  gleiche  Theile.  Konstruire  die  Durehschnitts- 
punkte  1,  2,  3,  4  u.  s.  w.  und  mache  T«  =  e7;  2^  ==  gü 
3 X  :=  i k  u.  s.  w.,  so  sind  xxx  Punkte  der  Cycloide. 


-i.^ 


Epityc 
1 

r^/- 

-- 

(: 

^ 

Gegeben 
beide    Kreise. 

dito. 

^x 

— 

Deagl. 

jL 

ä^, 

V 

*  fe^*"---Ä--- 

Uaclie  Bogen  a  b  =^  Bogen  a  b,  ziehe  c  t,  schlage  mit 
r  einen  Bogen  um  c,  und  mache  ■$:  k  =  n,  bo  ist  «  ein 
Punkt  der  Epicycloide. 


Mache  Bogen  ah  =  Bogen  ab,  =  -  180  Grad.  ITieile 
beide  in  dieselbe  Anzahl  gleiche  Theile.  Ziehe  die  Radien 
äT;  o~2';  o3  u.  s.  w.  Schlage  die  Bogen  II;  211;  3 DI 
a.  a.  w.  um  o,  konätruire  die  Durchschnittspnnkte  I;  2;  3 
u.fl.v.  QndniacheT^=niT;2^=nir;"3^  =  9^u.a,w., 
BO  sind  M  K  Pnnkte  der  EpicfCloide. 
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Konstruktion. 


Der  Halbmesser  des  Grundkreises  sei  =  R,  der  des 
Erzeugungskreises  ==  r. 

Man  theile  ein  Bogenstüek  des  Grundkreises  1 — 4  in 
eine  beliebige  Anzahl  gleicher  Theile  z.  B.  in  4.  Es  sei 
a  die  Länge  eines  jeden  dieser  Theile. 

Man  nehme  ein  Bogenstüc]^  =  f — 1-"1|  a  und  trage 

es  eben  so  oft  —  also  hier  4  mal  —  auf  dem  Grund  0  ab. 
Verbinde  Punkt  1  und  I,  2  und  n,  3  und  III,  4  und  IV, 
so  sind  K  X  die  Mittelpunkte  der  Kreisbögen  A  B  C  D. 


Rolle  den  massiven  Q  A.  um  die  Innenkante  des  mas- 
siven Bogenstückes  B.  Der  Fahrstift  s  beschreibt  die 
Hypocycloide. 


Fls»r. 

Anfgab«. 

Epicycloide 

'-'D^ 

y 

\         \ 

''■^       \     / 

bciiie     Kreiac. 

Der  Halbmesser  des  Grundkreises  sei  =^  B,  der  des 
ErzeugTingskreiaes  =  r. 

Man  theile  ein  Bogenstöck  des  Orundkreisea  1—4  in 
eine  beliebige  Anzahl  gleicher  Theile  z.  B.  in  4.  Es  sei 
a  die  Länge  eines  jeden  dieser  Theile. 

Man  nehme  ein  Bogenstüclt  =  1 — |-  1  a  und  tra^ 
es  eben  s»  oft  ~  also  hier  4  mal  —  auf  dem  Grund  0  ah. 
Verbinde  Punkt  1  und  I,  2  und  11.  S  und  IH,  4  und  IV, 
so   sind  K  K  die  Mittelpunkte  der  Kreisbögen  A  B  C  D. 


Ruile  den  massiven  O  ^  '>!''  ^'^  Innenkante  des  mas- 
siven Bogenstückes  B.  Der  Fahretift  s  beschreibt  die 
Hypocycloide. 


Hypoejcloide. 

Gegeben 
beide    l&flise. 

dito. 

D«.Kl. 

"          <— *— ^ 

Bogen  a  0  =  Bogen  o  a,  =  ^-  180°.  Sehlage  i 
Bogen  mit  r  um  b  und  mache  -t «  =  -^  «,  80  bt  i 
J'unkt  der  Hypocycloide. 


Bogen  a  h  =  Bogen  a  c  =  p  130°-  TheUe  Beides  in 
g-leich  viel  gleiche  TheUe.  Sehlage  die  Bogen  1, 2,  3,  4,  5, 
ziehe  die  Radien  c  d  e  (  und  mache  ct^lm;  dK^2n; 
"e~«  =  8  p;  f  «  ^=  4q  a.  8.  w.,  so  sind  *  "  Funkte  der 
Cycloido. 
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Figur. 


Aufgabe. 


Kreisevolvente. 

a     t^  .  n  ,  a     a    a 


Gegeben 
beide    Kreise. 


Cylinder.  Schraubenlinie. 

8>*- 


Gegeben 
die  Steigung 

und  der 
Grundkreis. 
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KoBStraktion. 


Mache  0  A=  Bogen  0  B,  theile  Beides  in  gleich  viel 
gleiche  Theile,  deren  jeder  =  a  sei. 

Lege  an  Punkt  1  eine  Tangente  und  mache  sie  =  a ; 
desgl.  eine  Tangente  an  Punkt  2  =^  2  a  u.  s.  w. ,  so  sind 
je  3«  Punkte  der  Evolvente. 


Theile  die  Steigung  AB  in  n  gleiche  Theile  und  den 
Grundkreis  in  ebenso  viele.  Ziehe  die  Horizontal-  und 
Vertikal-Linien  wie  in  der  Figur,  so  sind  x  «  Punkte  der 
Schraubenlinie. 


14 


210 


r-^^ 


Ffgar. 


Aufgabe. 


Conehoide. 


Gregeben  a. 


Neoide. 


Gegeben  der 

Kreis  und 

bc. 


r 
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] 


Konstraktion« 


yy  J_  XI.    a=a,  Punkt  y,  beliebig,   ebenso  Linie 
,  y,  n  N. 

[  Mache   n^  =  nm  =  a ,    so   sind  x  x  x  Punkte   der 

I  Conchoide. 


\  • 


Tbeile  den  Halbkreis  ab  in  n  gleiche  Theile,  ebenso 
CeT     Jeder   der  Letzteren   sei  ==  a.     Ziehe   den  Radius 


m  1  und  mache  1 1  =:  a;  ferner  den  Radius  m  2  und  mache 
2T1  ==  2  a;  femer  den  Kadius  m^  und  mache  3 III  =  3  a 
u.  s.  w.,  so  sind  IIIIII  Punkte  der  Neoide. 


u* 


i 


^ 


r 


Öoniometrisohe  Formel- Tafel, 

i 
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FormeU 


sin.  0<>  =  0 
tang.  0<^  =  0 
sin.  30<>  =  72 
tang.  30<>  ==  Vs  V  ^ 
sin.  450  =  V»  V~2 
tang.  45<>  =  1 
sin.  60^  =- V»  y  8 
tang.  60*^  =  y^ 
sin.  90^  =  1 
tang.  90®=  00 


COS.  0®-=l. 
cot.  0°  =  00  . 
COS.  SO«»  =-  V«  >/  3. 
cot.  30®  =  1/3. 
COS.  45®  =  V»  y  2. 
cot.  45®  =1. 
008.  60®  ==  V»- 
cot.  60®  =  Vs  V  3. 
COS.  90®  =  0. 
cot.  90®  =  0. 


• 

sin.  90  i  «  =  cos.  «. 

cos.  90  +  «  ==  +  sin.  «. 

sin.  180  i  «  =  +  sii*-  "• 

COS.  180  i  «  —  —  COS.  «. 

sin.  270  ±  «  —  —  COS.  «. 

COS.  270  +  «  —  +  sin.  «. 

sin.  360  2b  «  =  +  sii*-  **• 

COS.  360  i  «  =  COS.  «. 

tang.  90  ±  «  =  +  cot.  «. 

cot.  90  i  «  =  ^  tang.  «. 
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Formel. 


tang.  180  i  «  =  ±  t&Jig, «. 
cot.    180  +  «  =  i  eot. «. 

tang.  270  zb  «  =  -F  ^^^-  "• 
cot.   270  +  «  =  +  tang.  «. 
tang.  360  +  «  =  i  tang. «. 
cot.   360  i  «  =  i  cot.  «. 
sin.  «*  +  cos.  «*  =  1. 

tang.  «  •  cot.  «  =  1. 
sin.  a 


tang.  «  — 

cos. «  ' 

cot.    « — 

COS.  « 

sin.  «  ' 

sec.    « = 

1 

COS.  «  * 

cosec.« — 

1 

sin.  «  * 

• 

tang.  tt 

sm.     «*  - — 

y  1  +  tang.  «* 

1 

V  1  +  cot. «« 

2  tang.  2 

1  +  tang. 


a 


=J/^ 


cot.«    ^ 

"  y~i  +  cot «' 


=y^±^?^. 

ain 

2o 

=  2 sin.  ß COS.«. 

2« 

=  008. «'  — sin.n' 

sin 

3« 

=  3fiin.  B  — 4sin.o'. 

coa 

3.1 

=  4  COS. «'  —  S  COS. «. 

Bin 

«' 

=  V.(1-cos.2b). 

cos 

«» 

=  V»(l  +  cos.2o). 

sin 

a' 

=  V*(8"a«  — Mn-3«). 

cos 

n' 

=  V.(Scoi.«  +  coB.3<<). 

Pgnatl. 

1  +COS.  n-^Zcos. -^. 

1  — coa.n  =  28m.-|-. 

•In.«          "'z- 

'-"""      Mnc    " 

.in.  »               *■  2  ■ 

nn.  («  ±  fl  -  .in.  .  eo.. ,!  ±  ....  »  .in.  .t 

eoB.  (tt  +  ß)^  COB.  «  CO..  ^  :p  Sin.  a  .in  ,1 

m...  +  «ln.f_2.1n.-^oo..— ir'  . 

.in. .  -  .In. /l  -  8  CO..  .!ii  »n. -"  =;  ^ 

....  +  ....,  =  2™.^.».."-^'. 

™.„_....,-2.i..-•±i-rin.-"-^ 

fc.  +  .in.;!                .  +  /1 

»..«  +  ....;<      *"«■       2      ■ 

"»'■-""■''      t.nc    "^' 

.o...  +  eo../i      ""'■       2 

Hin,  «'  —  Bin.  (5*  =  rin.  («  +  ß)  mn.  («  -  .^) 

CO..  «'-eos.^'=nn.(«  +  /i). in.  {?-'<). 
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t«ng.  («  ±  yJ)  =  ^«- "  ±  **"«• '^ 


cot.  («  ±ß)  = 


tang.  2  «  = 


1  -j-  tang.  €c  tang.  /) 

cot. «  cot.  /3  ^  1 
cot.  «  i  cot.  /S 

2  tang.  a 


1  —  tang.  a 


2  • 


2  tang.  2 

tang.  «    == i" 

1  —  tang. 


2 

sin.  2  « 
1  +  cos.  2  « 


-V 


cot.  2  «  = 


1  —  COS.  2  « 
1  -f-  COS.  2  « 
cot.  «*  —  1 


cot. « 


2  cot.  a 
cot.  -^ 1 


_  « 

2  cot.  -^- 

sin.  2  « 
1  —  COS.  2  « 


1/4* 


1  +  COS.  2  « 


1  —  COS.  2  « 


r 
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sin.  («  j:  ß) 

COS.  «  COS.  ß 

cot.  «  i  cot.  ßf 

^  sin.  («  j: /9) 
sin. «  sin.  /? 
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Trigonometrische  Formel -Tafel. 


A.     Ebenes  Dreieck. 

nie    siliarf  ausgezogenen    Seiten  sind 

gegeben. 

Die  punttirten werden  gesucht; 

ljmm\        gogüljeaer  Winkel, 

_^-,  gesuchter  Winkel. 
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Fomel. 


ß\ 


Wim  f 


\ 


Beehtwink^liges  Dreieck, 
b 

COS.  «  =  — , 

c 

sin.  ß^=  — , 
c 

a  I  =  c  sin.  «, 
a  >  =  c  COS.  /J, 

«  =  900  —  ^0^ 
/j  =  90<>  —  «0. 


tang.  «  =  ^-, 

tang.  /J  =  — , 
a 


sm.  a 
b 


cos.  ^  *     oc 
=  y  a«  +  b«. 
«  =  90<^  —  i»*, 
;9  =  90<>  —  «*. 


Hff«. 

Fonotl. 

ReehtwiDkeliges  Dreieck. 

\ 

sin.  n  =  -, 
b    =c.«>s.«. 

b  =yc"  — »'. 

^  =  90°  —  «". 

V 

b  =  acoteDg.«, 
"        sin. «  ' 
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Kechtwinkeliges  Dreieck. 


b 
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a  tang.  ß, 
a 

COS.  ß  * 

90*^  —  /S^ 


a 
c 

ß 


b  tang.  «, 
b 

COS.  «  * 

90^  —  «^ 
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Rechtwinkeliges  Dreieck. 

1 

< 

a  =  b  cot.  /J, 

_      b 
"^ ""  sin.  ß  ' 


a  =  c  sin.  «, 
b  =  c  cos.  «, 


V 


15 
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Eechtwinkeliges  Dreieck. 


a  =  c  COS.  ßj 
b  =  c  sin.  ßj 
«  =  90<^  —  ß\ 


Vi 


\ 


y  >'* 
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Schiefwinkeliges  Dreieck. 


a  sin.  ß 


c 

y 


sm.  rc 

a  sin.  («  +  ß) 
sin. «        ' 

1800  —  («  +  ßf. 


IT" 
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Schiefwinkeliges  Dreieck. 


b  = 

c  = 

ß 


a  sin.  («  +  y) 
sin.  a 

a  sin.  y 


sm.  a 

180^  —  («  +  )Q<>. 


b  = 


€  = 


tu 


a  sin.  ß 
dn.  iß  +  y)  * 

a  sin.  ^^ 


sin.(ß  +  y) 
1800  —  0?  4-  y)^ 


15- 
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Schiefwinkeliges  Dreieck. 


a== 


c  = 


y  = 


b  sin.  a 


sin.  ß    ' 

b  sin.  («  4-  ß) 
7in7^        ' 

180«  —  («  +  /?)«. 


a== 


b  sin.  (ß  +  y) 
sin.  ß 

b  sin.  y 


c  =  — : — 1— 


a 


sin.  ß 
180^  —  (/5  +  y)^ 
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Schiefwinkeliges  Dreieck. 

•ß 

b  sin.  « 

*        sin.  («  +  y)  ' 

h^n.y 
"       sin!  («+  r) ' 
,^  =.  180°  -  («  4-  j-)°- 

k 

c  sin.  « 

\ 

c«n.,» 

\     ' 

sin.  {«  +  ß)' 
y—lSO»  — {B+,S)». 

Schief  winkeliges   Droiuct. 

r    V 

«  ein.  o 

sin.  y    ' 

sin.  y       ' 

'pr 

c.m.(f  +  x) 
.in.,        ■ 

sin.j- 
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Sciüefwinlceliges  Dreieck. 


I'- ISO- -(«  +  «". 


n 


Schiefwinkeliges  Dreieck. 


(«  +  «"=  180" -3'". 
— g-!^  und  «  +  ^ 

ergibt  sich  «  und  ß  einsein. 

Um  c  dorch  Logarithmen  zu  berechnen, 
berechne  man  zaerst  einen  Uüfa-^if: 


tang.  <f  = 


■  '/■yV'b 


und  nehme  alsdann: 


Flg«. 

FtraeL 

e  ein. «                             « 

/!"- ISO- -(«  +  )-)>. 
,        aun.,» 
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Schiefwinkeliges  Dreieck. 


b  =  ya*  +  c*  —  2ac cos.  ß, 
a  —  y 


tang. 


Aus: 


a  — c  ß 

— ■ —  •  cot.  -^ 

a  +  c  2 


(«  +  y)0  ^  1800  —  /?. 


a 


und  («  +  y) 


ergibt  sich  «  und  y  einzeln. 

Um  b  durch  Logarithmen  zu  ermitteln, 
berechne  man  zuerst  einen  Hilfs  <^  <p: 

2  sin.  Vs  ß^^ 
tang.  (p  =  — 

und  nehme  dann: 


a 


b  = 


a  —  c 

COS.  9 


L. 


r 
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Schiefwinkeliges  Dreieck. 
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a  = 


b  sin.  y 

b  sin.  a 
sin.  ß 
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a  = 


G  sin.  ß 
b 

180«  —  iß-h  r)\ 

b  sin. « 
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Schiefwinkeliges  Dreieck. 


a  =  yi)*  +  c*  —  2  b  c  COS.  «, 

ß  —  y 


lang. 


c  —  b  ^  « 
— r~i.  cot.  x^ 
c  +  b  2 


{ß  +  y)o  =  1800  —  «. 


Aus: 


ß  —  y 


und  0^  +  y) 


ergibt  sich  ß  und  >^  einzeln. 

Um  a  durch  Logarithmen  zu  finden,; 
berechne  man  einen  Hilfs  <^  <p : 

2  sin.  7«  «ftc) 


tang.  y  = 

und  nehme  dann: 

a  — 


(c-b) 


(c~b) 

COS.  ip 
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Schiefwinkeliges  Dreieck. 


Man  setze: 

a  +  b  -j-  c 

und  nehme: 


=  8 


€03. -=  1/ 


s  (s  —  a) 


COS. 


COS. 


ß_ 

2 

Y 


1/8(S^C) 

f         ab 


a  +  b  +  c 


setze  =  s. 


Flächeninhalt  =  F. 
Halbmesser  des  umschriebenen  Kreises 

=  d. 

,  a      b      c 

sin.  «         sin.  ß         sin.  y  ' 

P  =  y~8~(s~—  a)  (s  —  b)  (s  —  c), 

b  c  sin.  rt 

"        '2        ' 
a  b  sin.  y 
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a  c  sin.  ß 
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Wie  vor. 


y  «  —  /S 

(a  +  b)  sin.  -^  =  c  cos.  — ^ — 

y  .     « —  ß 

(a  —  b)  Gos.  "k"  =  ®  s^^-  — 9 — 
(a  +  b)         **"^-  -2- 


(a  — b)         ,  a  —  ß 

tang.  — ;r— 


Ist  r  der  Radius  des  um  ein  A  ^ 
schriebenen  Kreises  und  q  der  des  ein- 
geschriebenen Kreises,  so  ist,  wenn  F  den 
Flächeninhalt  des  A  bezeichnet: 


r  = 


abc 

Tf"' 


;  Q 


2F 


2tq  = 


a  +  h  +  c 
ab  c 


a  +  b  +  c 


Sind  d  und  d'  die  Diagonalen  eine» 
Viereckes  und  «  der  von  ihnen  ein- 
geschlossene ^,  so  ist: 

F  =  Vs  d  •  d'  sin.  «. 

Ist  das  Viereck  ein  in  den  Kreis  be- 
schriebenes mit  den  Seiten  a  b  c  d,  so  jstr 

F=  V«  (a  b  +  G  d)  sin.  y 

«=y  Vis—a  •  Vss-— b  •  V«s— c  •  V«B— d 
d.d'«=ac  +  bd. 


Trigonoinetrisohe  Fonnel- Tafel. 


B.    SphSritohet  Dreieok. 


Gegebener  Bogen, 


gesuchter  Bogen, 


gegebener  Winkel, 


\       gesuchter  Winkel. 
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Rechtwinkeliges  Dreieck. 
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tang.  a  cot:  c. 
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k> 

Bin./)  =  -^^ 

A 
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..ng.._-^/-i 

k  ' 

COS.  ^  =  COS.  b  Bin. «. 

n 


242 


Flg«r. 


Fomel. 


Rechtwinkeliges  Dreieck. 


sm.  a  =  sm.  c  sm.  a 
tang.  b  =  tang.  c  cos.  « 
cot.  /J  =  COS.  c  tang.  «. 
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COS.  « 

sin.  fi  * 

COS. /^ 

sin.  «  * 
cot.  «  cot.  /?. 
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a  +  b  +  c 


=  s. 


«  I  /  sin.  s  sin.  s  —  a 

2        r        sin.  b  sin.  c     * 

ß  1  /  sin.  s  sin.  s 

*  2        r        sin.  a  sin. 


—  b 
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y       I  /sin.  s  sin,  s  —  c 
*  2        r         sin.  b  sin.  € 
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tang. 
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^        tang.  — 2 —  sm.  — ^ — 


sin. 


sm. 


a  —  ß 
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tang. 


sm. 


16' 


Flgw. 

FanwU 

SohiefwinkeligeB  Dreieck. 
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+  sin.  a  ain.  b  cos.  y. 
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COS.  c 


COS.  b  •  COS.  a  —  <p 


COS.  y 

Für  den  Hilfs  -^  y: 

tang.  (f  =  tang.  b  co».  y. 


COS.  c  —  y  = 


COS.  a  cos.  b 


COS.  ^ 

Für  den  Hilfs  <  y: 

tang.  (p  =  tang.  b  cos.  y. 
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COS.  Vs  y 

sin.  Va  («  +  ß) 


sin.  V2  (a  +  b) 
sin.  V»* 

COS.  7«  (a  +  b) 

COS.  V»  6 

sin.  V2  (a  —  b) 
sin.  V»  c 

COS.  V«  (a  —  b) 


COS.  V«  y  COS.  V«  c 

Flächeninhalt: 

«4-/5  +  r--i80 


F  = 
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Tafel  der  trigonometrischen  Linien 
und  deren  Logarithmen. 


Trigonometrische  Tafeln. 

Einrichtung  und  Gebrauch  der  trigonometrischen 

Tabellen. 

Die  erste  der  folgenden .  Tabellen  gibt  die  vier  trigo- 
nometrischen Linien  Sinus,  Cosinus,  Tangente  und  Cotan- 
gente  aller  Winkel  von  0^  bis  90^  mit  Interwallen   von 
10   zu    10  Minuten   an;    die    zweite    Tabelle    enthält   die 
IiOgarithmen  dieser  Grössen.    Jede  dieser  Tabellen  besteht 
aus  8  Vertikalkolumnen,  wovon  die  ersten  und  die  letzten 
zwei,  die  Grade  und  Minuten  ausdrücken  und  die  mittleren 
vier  die  entsprechenden  Werthe  der  trigonometrischen  Linien, 
oder  die  Logarithmen  derselben  angeben.     Die  Grade  und 
Minuten    und    die   zugehörigen    trigonometrischen   Linien 
bilden  eine  horizontale  Zeile.     Die  Winkel  unter  45  Grad 
sind  in  den   ersten  zwei  und  die   über  45  Grad   in  den 
letzten  Vertikalkolumnen   enthalten.     Auf  jene   beziehen 
sich  die  lieber-,  auf  diese  die  Unterschriften  der  mittleren 
Vertikalkolumnen.     Die  Zahlen  zwischen  je  sechs,  einem 
ganzen  G^ade  entsprechenden  Zeilen  sind  die  Differenzen 
von  je    zwei   auf    einander   folgenden    trigonometrischen 
Linien.    Man  ündet  von  einem  Winkel  unter  45^  die  ent- 


■^ 
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sprechenden  trigonometrischen  Linien,  oder  die  Logarith- 
men dieser,   wenn   man    diese  Winkel   in   der  vordersten 
Vertikalkolumne  aufsucht,  und  von  der  gefundenen  Stelle 
aus    horizontal   herübergeht   bis   in    die  Yertikalkolamne, 
deren   Aufschrift   mit   dem    Namen    der   gesuchten   Linie 
übereinstimmt.     So  gibt  z.  B.  die  Tafel  No.   1   sin.  11^ 
20'  =  0,1965;  eos.  IP,  20'  =  0,9805  ü.  s.  w.,  weil  diese 
Zahlen   in    den   mit  Sinus   und    Cosinus   überschriebenen 
Vertikalkolumnen  und  zugleich  in  der  Zeile  enthalten  sind, 
die  mit  ll^  20'  anfängt.     Ebenso    ist  cos.    34^    50'  = 
0,8208  und  tang.  34^  50'  =  0,6959,  endUch  cotang.  41^ 
30'  =   1,1303.     Ebenso  findet  man  in  der  Tafel  No.  2, 
log.  sin.  26^  30'  =  9,64953;  log.  cos.  26^  30'  =  9,95179, 
ferner  log.  tang.   17^  40'  =  9,50311,  log.  cotang.  39^ 
10'  =  10,08905.    Für  einen  Winkel  über  45<>  findet  man 
hingegen    die    entsprechende   trigonometrische  Linie    oder 
deren  Logarithmen,    wenn  man  die  gegebene  Grad-  und 
Minutenzahl  in  (^en  hintersten  Vertikalkolumnen  aufsucht; 
und  von  da  aus  horizontal  herüber  geht,  bis  man  in  die 
Vertikalkolumne   kommt,   an   deren   Fuss    der  Name   der 
gesuchten  Linie  steht.     Hiemach  findet  man  in  der  ersten 
TabeUe  sin.  48^  10'  =  0,7451,  und  cos.  48^  10'  =  0,6670, 
weil  diese  Zahlen  in  der  Zeile  stehen,  an  deren  Ende  48^ 
10'  zu  lesen  ist  und  zugleich  in  Vertikalreihen  enthalten 
sind,  an  deren  Fuss    die  Namen  Sinus   und  Cosinus   zn^ 
finden  sind.  .  Ebenso  findet  man  cos.  61^,  30'  ^  0,4772, 
tang.  6P,  30'  =  1,8418,  und  cotang.  76^  40'  =  0,2370. 
Auf  gleiche  Weise  findet  man  in  der  zweiten  Tabelle  log. 
sin.  50°,  40'  =  9,88844,  log.  tang.  50^  40'  =  10,08647, 
log.  COS.  81^   10'  =   9,18628,    log.  cotang.   68^    30'  = 
9,59540. 

Uebrigeus  ist  sin.  50®,  40'  auch  =^  cos.  39®,  20',  femer 
cos.  61^  30'  =  sin.  28^  30'  cotang.  68^  30'  =  tang. 
21**,  30'  u.  s.  w.,  weil  von  zwei  Winkeln,  deren  Summe 
90®  betragt,  der  Sinus  des  einen  gleich  dem  Cosinus  des 
andern,  auch  Tangente  des  einen  gleich  Cotangente  des 
andern  ist  u.  s.  w. 
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Sind  die  Winkel  bis  auf  Minuten  genau  gegeben,  so 
hat  man  die  in  den  Tabellen  enthaltenen  Werthe  der  trigono- 
metrischen Linien  mit  Hilfe  der  Differenzen  zu  ergänzen, 
indem  man  das  Interpolationsverfahren  einschlägt.  Hier- 
nach ist: 

sin.  18^  13'  =  sin.  18^  10'  +  0,3  •  28  =  l^f}]l]  =  0,3126; 

sin.    56^  27'    =   |  ^f f^^  |    =  0,8334, 

tang.  43^  34'  =    |  ^f  f^^  |    =  0,9512,  ferner 

log.  sin.  26^16' =9,64442 +  0,6  •256=1^'^^^^!  =  9,64596, 

log.  tang.  46^  21'  =  |  1^'<^2022  1  _  io,02047, 

Da  der  Cosinus  und  die  Cotangente  abnehmen,  wenn 
der  Winkel  wächst,  so  hat  man  bei  denselben  die  Tabellen- 
werthe  durch  Subtraktion  zu  korrigiren.    Es  ist  hiernach 

COS.  18^  14'  =  COS.  18^  14'  —  0,4  .  9  =  j^'^^^^l  =  0,9498 ; 
COS.    63^  25'    =   I  ^'^^^^  I    =  0,4475, 
cotang.34^28'==    |  ^'^^l  \   =  1,4568,  ferner 
log.  COS.  35^  52'  =  I  ^'^^8^7  I  _  9^90869,  und 

log.  cotang.  62^  37'  =  |  ^'^^217  1  "^  ^^71431. 

Umgekehrt  dienen  die  in  Rede  stehenden  Tabellen 
auch  dazu,  um  aus  einer  gegebenen  trigonometrischen  Linie 
oder  ihrem  Logarithmus  den  entsprechenden  Winkel  zu 
finden.  In  diesem  Falle  sucht  man  den  gegebenen  Zah- 
lenwerth  in  derjenigen  A^ertikalkolumne  auf,  welche  den 
Namen  desselben  am  Kopfe  oder  Fusse  trägt,  und  geht 
von  da  links  oder  rechts  herüber  in  die  Grad-  und  Minu- 
tenkolumnen.    Hiemach  ist  z.  B. 

für  sin.  x  =  0,5568,  x  =  33^  50', 
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für  sin.  x  =  0.79 lö,  x  =  52^  20', 
für  COS.  X  =^  0,7604,  x  =  40^  30', 
für  tang.  x  --  2,6746,  x  =  69«,  30', 
für  cotang.  x  --  1,5301,  x  =  33^  10';  femer 
für  log.  sin.  x  =  9.29340,  x  =  ll^  20', 
für  log.  sin.  x  ^  9,98901,  x  =-  77^  10', 
für  log.  tang.  x  --  10,47548,  x  ==  71^  30', 
für  log.  cotang.  x  =  9,98484,  x  =  46^  0'. 

In  der  Kegel  ist  die  gegebene  Grösse  nicht  genau  in 
den  Tabellen  enthalten,  und  daher  zur  schärfern  Bestim- 
mung des  Winkels  das  Interpoliren  anzuwenden.  Bei  den 
»Sinus  und  Tangenten  nehme  man  den  der  nächst  kleineren, 
bei  den  Cosinus  und  CJotangenten  aber  den  der  nächst 
grösseren  Zahl  entsprechenden  Winkel;  dann  dividire  man 
die  zehnfache  Differenz  beider  Zahlen  durch  die  Differenz, 
welche  die  Tafeln  für  zwei  benachbarte  Zahlen  angeben, 
und  endlich  setze  man  den  Quotienten  zu  den  Minuten 
des  erst  aus  den  Tafeln    genommenen  Winkels.      So  ist 

z.  B.  für 

10' 
sin.  X  =  0.8679,  x  =  21^  30,  -f  (3679  —  3665)  •  — 

140' 
=  21^  30'  +  -i;;^  =   21^   35',   2;    nämlich  der  nächst 

kleineren  Zahl  0,3665  entspricht  x  =  2P,  30',  der  Quo- 
tient aus  der  zehnfachen  Differenz  von  dieser  und  der 
gegebenen  Zahl  0,3679  ist  140  und  die  von  der  Tabelle 
angegebene  Differenz  ist  27,  folglich  der  Quotient  beider 
=  5,2.     Wenn  femer  tang.  x  =  0,9152  ist,  so  hat  man 

X  =  42^  20'  -f  (52  -  10)  11  =  {  ^^''^g'  }  =42^28': 

10 
wenn  cos.  x= 0,6095,  sohatmanx  =  52^  20'  +  (111—95)-^ 

=-  I  ^^'*'  ^^'  }  =^  52^  27',  und  wenn  cotang.  x  =  l,o630 

10' 

ist,  so  folgt  X  =  32«,  30'  +  (697  —  630) 


101 


=  i      '    6,6/ ^  ^2°' ^^''^^    Ferner  für  log.  sin.  x=  9,75344 
«l  .  _  84»,  SO'  +  (44-lS)  j^-{"*  T,  7)  -  S4',  SI-,  7 ; 

für  log.  tang.  x  =  11,12537.  s  =  85",  40'  +  (537—047)  -^ 
_  j  85-,  40;  J  _  jj.  ^,,  jj,^  1^^  ^^^  ^  _  ^^^^^^^ 

i..„5M0'+™y^»=(»'.'»')  =  58.,  .5., 
endlicU  filr  log.  cotang.  i  =  10,288ä3, 

. = «.,  10.  +  m^m>  j  f  "•'«;.}=  2,.,  „,  5. 
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1.    Tafel  der  trigonometrischen  Linien. 


WinkeL 

Sinns. 

Cosinns. 

Tang. 

Cotang. 

Winkel. 

Gr. 

Min. 

Gr. 

Min. 

0 

0 

0,0000 

1,0000 

0,0000 

QO 

90 

0 

10 

0,0029 

1.0000 

0,0029 

343,77 

50 

20 

0,0058 

1,0000 

0,0058 

171,89 

40 

80 

0.0087 

1,0000 

0,0087 

114,59 

30 

40 

0,0116 

0,9999 

0,0116 

85,940 

20 

50 

0,0145 

0,9999 

0,0145 

68,750 

10 

29 

1 

29 

11,460 

1 

0 

0,0175 

0,9998 

0,0175 

57,290 

89 

0 

10 

0,0204 

0,9998 

0,0204 

49,104 

50 

20 

0,0233 

0,9997 

0,0233 

42,964 

40 

30 

0,0262 

0,9997 

0,0262 

38,188 

30 

40 

0,0291 

0,9996 

0,0291 

34,368 

20 

50 

0,0320 

0,9995 

0,0320 

81,242 

10 

29 

1 

29 

2,606 

2 

0 

0,0849 

0,9994 

0,0349 

28,636 

88 

0 

10 

0,0378 

0,9993 

0,0378 

26,432 

50 

20 

0,0407 

0,9992 

0,0407 

24,542 

40 

30 

0,0436 

0,9990 

0,0437 

22,904 

30 

40 

0,0465 

0,9989 

0.0466 

21,470 

20 

50 

0,0494 

0,9988 

0,0495 

20,206 

10 

29 

1 

29 

1,125 

3 

0 

0,0523 

0,9986 

0,0524 

19,081 

87 

0 

10 

0,0552 

0,9985 

0,0553 

18,075 

50 

20 

0,0581 

0,9983 

0,0582 

17,169 

40 

30 

0,0610 

0,9981 

0,0612 

16,350 

80 

40 

0,0640 

0,9980 

0,0641 

15,605 

20 

50 

0,0669 

0,9978 

0,0670 

14,924 

10 

29 

2 

29 

623 

4 

0 

0,0698 

0,9976 

0,0699 

14,301 

86 

0 

10 

0,0727 

0.9974 

0,0729 

13,727 

50 

20 

0,0756 

0.9971 

0,0758 

13,197 

40 

30 

0,0785 

0,9969 

0,0787 

12,706 

30 

40 

0,0814 

0,9967 

0,0816 

12,251 

20 

50 

0,0843 

0,9964 

0,0846 

11,826 

10 

29 

2 

29 

396 

5 

0 

0,0872 

0,9962 

0,0875 

11,430 

85 

0 

Gr. 

Min. 

Gr. 

Min. 

Wii 

ikel 

Cosinus. 

Sinns. 

Cotang. 

Tang. 

Wii 

nkel. 
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1.    Tafel  der  trigonometrlBclieii  Linien. 


WinVel. 

Sinns. 

Cosinns. 

Tang. 

Cotang. 

WinVeL 

Gr. 

Min. 

Gr. 

Min. 

5 

0 

0,0872 

0,9962 

0,0875 

11,430 

85 

0 

10 

0,0901 

0,9959 

0,0904 

11,059 

50 

20 

0,0929 

0,9957 

0,0934 

10,712 

40 

30 

0,0958 

0,9954 

0,0963 

10,385 

30 

40 

0,0987 

0,9951 

0.0992 

10,078 

20 

50 

0,1016 

0,9948 

0,1022 

9,7882 

10 

29 

3 

29 

2738 

6 

0 

0,1045 

0,9945 

0,1051 

9,5144 

84 

0 

10 

0,1074 

0.9942 

0,1080 

9,2553 

50 

20 

0,1103 

0,9939 

0,1110 

9,0098 

40 

30 

0,1132 

0.9936 

0,1139 

8.7769 

30 

40 

0,1161 

0,9932 

0,1169 

8,5555 

20 

50 

0,1190 

0,9929 

0,1198 

8,3450 

10 

29 

4 

29 

2007 

m 
1 

0 

0,1219 

0,9925 

0,1228 

8,1443 

83 

0 

10 

0,1248 

0,9922 

0.1257 

7,9530 

50 

20 

0,1276 

0,9918 

0,1287 

7,7704 

40 

^  30 

0,1305 

0,9914  ^ 

0,1317 

7,5958 

30 

40 

0,1334 

0,9911 

0,1346 

7,4287 

20 

50 

0,1363 

0,9907 

0,1376 

7,2687 

10 

29 

4 

29 

1533 

8 

0 

0,1392 

0,9903 

0,1405 

7,1154 

82 

0 

10 

0,1421 

0,9899 

0,1435 

6,9682 

50 

20 

0,1449 

0,9894 

0,1465 

6,8269 

40 

30 

0,1478 

0,9890 

0,1495 

6,6912 

30 

40 

0,1507 

0,9886 

0,1524 

6,5606 

20 

50 

0,1536 

0,9881 

0,1554 

6,4348 

10 

28 

4 

30 

1210 

9 

0 

0,1564 

0,9877 

0,1584 

6,3138 

81 

0 

10 

0,1593 

0,9872 

0,1614 

6,1970 

50 

20 

0,1622 

0,9868 

0,1644 

6,0844 

40 

30 

0,1650 

0,9863 

0,1673 

5,9758 

30 

40 

0,1679 

0,9858 

0,1703 

5,8708 

20 

•  50 

0,1708 

0,9853 

0,1733 

5,7694 

10 

28 

5 

30 

981 

10 

0 

0,1736 

0,9848 

0,1763 

'  5,6713 

80 

0 

Gr. 

Min. 

Gr. 

Min. 

Wii 

Lkel. 

Coainns.' 

Sinns. 

Cotang. 

Tang. 

Wii 

Bkel. 
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1.    Tafel  der  trigoBOwetriMlieii  Llniea. 


Winkel. 

Sinns. 

Cosinos. 

1 

Tang. 

Cotong. 

r 

Winkel 

Gr. 

Min. 

Gr. 

Min. 

0 

0 

0,0000 

1,0000 

0,0000 

QO 

90 

0 

10 

0,0029 

1,0000 

0,0029 

343,77 

50 

20 

0,0058 

1,0000 

0,0058 

171,89 

40 

30 

0.0087 

1.0000 

0,0087 

114,59 

30 

40 

0,0116 

0,9999 

0,0116 

85,940 

20 

50 

0,0145 

0,9999 

0,0145 

68,750 

10 

29 

1 

29 

11,460 

1 

0 

0,0175 

0,9998 

0,0175 

57,290 

89 

0 

10 

0,0204 

0.9998 

0,0204 

49,104 

50 

20 

0,0233 

0,9997 

0,0233 

42,964 

40 

30 

0,0262 

0,9997 

0,0262 

38,188 

30 

40 

0,0291 

0.9996 

0,0291 

34,368 

20 

50 

0,0320 

0,9995 

0,0320 

31,242 

^^       I 

'29 

1 

29 

2,606 

2 

0 

0,0849 

0.9994 

0,0349 

28,636 

88 

0 

10 

0,0378 

0,9993 

0,0378 

26,432 

50 

20 

0,0407 

0,9992 

0.0407 

24,542 

4» 

30 

0,0436 

0,9990 

0,0437 

22,904 

30 

40 

0,0465 

0,9989 

0.0466 

21,470 

20 

50 

0,0494 

0,9988 

0.0495 

20,206 

10 

29 

1 

29 

1,125 

3 

0 

0,0523 

0,9986 

0,0524 

19,081 

87 

0 

10 

0,0552 

0,9985 

0,0553 

18,075 

50 

20 

0,0581 

0,9983 

0,0582 

17,169 

40 

30 

0,0610 

0,9981 

0,0612 

16,350 

30 

40 

0,0640 

0,9980 

0,0641 

15,605 

20 

50 

0,0669 

0,9978 

0,0670 

14,924 

10 

•29 

2 

29 

623 

1 

4 

0 

0,0698 

0,9976 

0,0699 

14,301 

86 

0       ; 

10 

0,0727 

0.9974 

0,0729 

13,727 

50 

20 

0,0756 

0,9971 

0,0758 

13,197 

40 

AM              1 

30 

0,0785 

0,9969 

0,0787 

12,706 

SO       j 

40 

0,0814 

0,9967 

0.0816 

12,251 

20 

50 

0,0843 

0,9964 

0,0846 

11,826 

10 

29 

2 

29 

396 

5 

0 

0,0872 

0.9962 

0,0875 

11,430 

85 

0 

Gr. 

Min. 

Gr. 

MiB.      1 

Wh 

ikeL 

Cosinns. 

Sinns. 

CoUng. 

Tang. 

Wii 

ikeL 
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1.    Tafel  der  trigOBometrlBeheii  Linien. 


Winkel. 

Sinns. 

Cosinns. 

Tang. 

Cotang. 

Winkel 

Gr. 

Min. 

i  Gr. 

Min. 

5 

0 

0,0872 

0.9962 

0,0875 

11,480 

85 

0 

10 

0,0901 

0,9959 

0,0904 

11,059 

50 

20 

0,0929 

0,9957 

0,0934 

10,712 

40 

30 

0,0958 

0,9954 

0,0963 

10,385 

30 

40 

0,0987 

0,9951 

0.0992 

10,078 

20 

50 

0,1016 

0,9948 

0,1022 

9,7882 

10 

29 

3 

29 

2738 

6 

0 

0,1045 

0,9945 

0,1051 

9,5144 

84 

0 

10 

0,1074 

0.9942 

0,1080 

9,2553 

50 

20 

0,1103 

0,9939 

0,1110 

9,0098 

40 

30 

0,1132 

0.9936 

0,1139 

8,7769 

30 

40 

0,1161 

0,9932 

0,1169 

8,5555 

20 

50 

0,1190 

0,9929 

0,1198 

8,8450 

10 

29 

4 

29 

2007 

7 

0 

0,1219 

0,9925 

0,1228 

8,1443 

83 

0 

10 

0,1248 

0,9922 

0,1257 

7,9530 

50 

20 

0,1276 

0,9918 

0,1287 

7,7704 

40 

30 

0,1305 

0,9914  ^ 

0,1317 

7,5958 

30 

40 

0,1334 

0,9911 

0,1346 

7,4287 

20 

50 

0,1363 

0,9907 

0,1376 

7,2687 

10 

29 

4 

29 

1533 

8 

0 

0,1392 

0,9903 

0,1405 

7,1154 

82 

0 

10 

0,1421 

0,9899 

0,1435 

6,9682 

50 

20 

0,1449 

0,9894 

0,1465 

6,8269 

40 

30 

0,1478 

0,9890 

0,1495 

6,6912 

30 

40 

0,1507 

0,9886 

0,1524 

6,5606 

20 

50 

0,1536 

0,9881 

0,1554 

6,4348 

10 

28 

4 

30 

1210 

9 

0 

0,1564 

0,9877 

0,1584 

6,3138 

81 

0 

10 

0,1593 

0,9872 

0,1614 

6,1970 

50 

20 

0,1622 

0,9868 

0,1644 

6,0844 

40 

30 

0,1650 

0,9863 

0,1673 

5,9758 

30 

40 

0,1679 

0,9858 

0,1703 

5,8708 

20 

•  50 

0,1708 

0,9853 

0,1733 

5,7694 

10 

28 

5 

30 

981 

10 

0 

0,1736 

0,9848 

0,1763 

'  5,6713 

80 

0 

Gr. 

Min. 

Gr. 

Min. 

Wii 

Ocel. 

CoBinns.' 

Sinns. 

Cotang. 

Tang. 

Wii 

lücel. 
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1.    Tafel  der  trigronometiischeii  Linien. 


Winkel. 

Sinns. 

Cosinus. 

Tang. 

Cotang. 

Winkel 

Gr. 

Min. 

Gr. 

Min 

10 

0 

0,1736 

0,9848 

0,1763 

5,6713 

80 

0 

10 

0,1765 

0,9843 

0.1793 

5,5764 

50 

y 

20 

0,1794 

0,9838 

0.1823 

5,4845 

40 

30 

0,1822 

0,9833 

0,1853 

5,3955 

30 

40 

0,1851 

0,9827 

0,1883 

5,3093 

20 

50 

0,1880 

0,9822 

0,1914 

5,2257 

10 

28 

6 

30 

811 

11 

0 

0,1908 

0,9816 

0,1944 

5,1446 

79 

0 

10 

0,1937 

0.9811 

0,1974 

5,0658 

50 

20 

0,1965 

0,9805 

0,2004 

4.9894 

40 

30 

0,1994 

0,9799 

0,2035 

4,9152 

30 

40 

0,2022 

0,9793 

0,2065 

4,8430 

20    • 

50 

0,2051 

0,9787 

0,2095 

4,7729 

10 

28 

6 

31 

683 

12 

0 

0,2079 

0,9781 

0,2126 

4,7046 

78 

0 

10 

0,2108 

0,9775 

0,2156 

4,6382 

50 

20 

0,2136 

0,9769 

0,2186 

4,5736 

40 

30 

0,2164 

0,9763 

0,2217 

4,5107 

30 

40 

0,2193 

0,9757 

0,2247 

4,4494 

20 

50 

0,2221 

0,9750 

0,2278 

4,3897 

10 

28 

6 

31 

582 

13 

0 

0,2250 

0,9744 

0,2309 

4,3315 

77 

0 

10 

0,2278 

0,9737 

0,2339 

4,2747 

50 

20 

0,2306 

0,9730 

0,2370 

4.2193 

40 

30 

0,2334 

0,9724 

0,2401 

4,1653 

30 

40 

0,2363 

0,9717 

0,2432 

4,1126 

20 

50 

0,2391 

0,9710 

0,2462 

4,0611 

10 

28 

4 

31 

503 

14 

0 

0,2419 

0,9703 

0,2493 

4,0108 

76 

0 

10 

0,2447 

0,9696 

0,2524 

3,9617 

50 

20 

0,2476 

0,9689 

0,2555 

3,9136 

40 

30 

0,2504 

0,9681 

0,2586 

3,8667 

30 

40 

0,2532 

0,9674 

0,2617 

3,8208 

20 

50 

0,2560 

0,9667 

0,2648 

3,7760 

10 

28 

•      7 

31 

439 

15 

0 

0,2588 

0,9659 

0,2679 

3,7321 

75 

0 

Gr. 

Min. 

Gr. 

Mia. 

Win 

kel. 

Cosinus. 

Sinus. 

Cotang. 

Tang. 

Wii 

tkeL 

1>    rihl  du:  trItOMBttriMhem  Uli«. 


Wii,li.l. 

Simia. 

Coiüiui. 

T«i(. 

CoUng. 

WiakaL 

ar.  1  Hin. 

Gr. 

HiL 

0,2188 

0,»«89 

0.3679 

8,7321 

0,2BI6 

o;9641 

0la742 

3.6470 

40 

m 

0.3612 

0,»e88 

3,e«69 

M 

o.2;ou 

.0,2805 

20 

o,ä;28 

0,9621 

0.2836 

3.5361 

10 

o,s;6« 

0,2867 

0 

o'mos 

0,SMeB 

3,4495 

20 

o;29i2 

0,2931 

3.4124 

40 

0.2840 

0,2962 

3,376» 

SO 

M 

olasflR 

0,9580 

0.2994 

^3402 

W 

0,2896 

"7, 

0.WK7 

3,3052 

343 

a,a7l}9 

10 

n 

0 

0,2924 

0.9563 

73 

0 

10 

0,2B.'<2 

0,OMS 

3.2371 

0,297(1 

o;ai2i 

3.2M1 

40 

üiaoo; 

0.9B37 

0,3153 

3.1716 

80 

40 

0,3035 

3,1397 

20 

so 

0.30«ä 

O.OS20 

ol821J 

307 

10 

18 

0,3090 

3,0777 

72 

0,3118 

0,9502 

0,3281 

8.6475 

50 

20 

0,3145 

0.9492 

0,3314 

8,0178 

40 

0.8173 

30 

0.8201 

o!3378 

2,9600 

20 

so 

0,9485 

0,3411 

2,9319 

0,»45S 

0,3443 

2,9043 

71 

0 

0.3283 

0,9446 

2,8770 

0,3811 

40 

M 

o:8388 
0,3385 

019426 

0,94 1; 

o;a54i 

0,3574 

2;8239 
2.7980 

30 
SO 

M 

■     2- 

10 

33 

2,7735 
250 

10 

O.U20 

0,93»! 

0,8640 

2.7475 

70 

Or. 

Hin. 

Gr. 

MiD. 

WlnkaL 

Coelpi». 

Simu. 

CUf. 

T»!. 

W 
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1.    Tafel  der  trigonovetrlMhen  LUien. 


WinlceL 

Sinus. 

Coflinne. 

1 

Tang. 

Cotang. 

Win 

Gr. 

Min. 

1 

Gr. 

20 

0 

0,3420 

0,9397 

0,3640 

2,7475 

70 

10 

0,3448 

0,9387 

0.8673 

2,7228 

20 

0,3475 

0,9377 

0,3706 

2,6985 

30 

0,3502 

0,9367 

0,3739 

2,6746 

40 

0,3529 

0,9356 

0,3772 

2,6511 

50 

0,3557 

0,9346 

0,3805 

2,6279 

27 

10 

34 

228 

21 

0 

0,3584 

0,9336 

0,3839 

2,6061 

69 

10 

0,3611 

0,9325 

0,3872 

2,5826 

20 

0,3638 

0,9315 

0,3906 

2,5605 

30 

0.3665 

0,9304 

0,3939 

2,5386 

40 

0,3692 

0,9293 

0,3973 

2,5172 

50 

0,3719 

0,9283 

0,4006 

2,4960 

27 

11 

34 

209 

22 

0 

0,3746 

0,9272 

0,4040 

2,4761 

68 

10 

0,3773 

0,9261 

0,4074 

2,4545 

20 

0,3800 

0,9250 

0,4108 

2,4342 

30 

0,3827 

0,9239 

0,4142 

2,4142 

40 

0,3854 

0,9228 

0,4176 

2,3945 

50 

0,3881 

0.9216 

0,4210 

2,3750 

27 

11 

35 

191 

23 

0 

0,3907 

0,9205 

0,4245 

2,3559 

67 

10 

0,3934 

0,9194 

0,4279 

2,3369 

20 

0,3961 

0,9182 

0,4314 

2,3183 

30 

0,3987 

0,9171 

0,4348 

2,2998 

40 

0,4014 

0,9159 

0,4383 

2,2817 

50 

0,4041 

f     0,9147 

0,4417 

2,2637 

26 

12 

35 

177 

24 

0 

0,4067 

0,9135 

0,4452 

2.2460 

66 

10 

0,4094 

0,9124 

0,4487 

2,2286 

äo 

0,4120 

0,9112 

0,4522 

2,2113 

30 

0,4147 

0,9100 

0,4557 

2,1943 

40 

0,4173 

0,9088 

0,4692 

2,1775 

50 

0,4200 

0,9075 

0,4628 

2,1609 

26 

12 

35 

164 

25 

0 

0,4226 

0,9063 

0,4663 

2.1445 

65 

Gr. 

Min. 

Gr. 

Win 

ikeL 

CorinnB. 

Sinns. 

Cotang. 

Tang. 

Win 

Min. 

Ö 
50 
40 
30 
20 
10 

0 
50 
40 
30 
20 
10 

0 
50 
40 
30 
20 
10 

0 
50 
40 
30 
20 
10 

0 
50 
40 
30 
20 
10 


1.    TiM  4ar  triKMMetriwk«!  Ualn. 


WiBtel. 

BinoB. 

Cotiist. 

T«g. 

C<*«g. 

Wio^L 

Gr. 

Uip. 

er. 

Ui». 

0,9063 

0,4663 

2,14» 

20 

0,'l25a 
0,4279 

0,0051 
0.0088 

o;4784 

2,1123 

40 

0,4305 

0.4770 

2.0«5 

40 

0,43S1 
D,4S5»< 

0.001S 
0,9001 

0,4806 

2.0809 
2.0655 

10 

26 

0,43«4 

0,8088 

0,4877 

8.0503 

0 

0,44(0 

0,8075 

0.4919 

2,0353 

50 

0,8062 

0,4950 

2,0204 

30 
40 

o;44fl2 
0,4488 

0,8949 

olsoaa 

2,0057 
1,9012 

30 
20 

w 

0,4511 

018923 

■  142 

0.tMO 

0,5095 

0,4560 

0,8807 

0,6132 

20 

0,4592 

0.8B84 

0,5169 

1.9S47 

40 

0,4611 

0,8870 

03206 

40 

0,4643 

0,8857 
0,8845 

i:»Mo 

10 

38 

0 

0,4695 

0,8829 

ftS3l7 

i,aao7 

62 

0 

0,4720 

0,8816 

1,8676 

50 

ao 

0.4746 

0Ä<02 

0.5392 

1,8649 

so 

40 

0.4772 
0,4797 

o!a?74 

1,9418 
1,8291 

20 

0.4S23 

0.8*60 

0.5505 

1,8165 

39 

s 

0,4848 
0,4fl-4 

0,8746 
0,8718 

oisssi 

0,5019 

13040 

61 

i 

so. 

o;4B24 
0,4950 

0,8704 
0,8080 

0,5658 
0,5696 

i;7675 

so 

50 

0.4975 

0.8675 

0.5735 

'"'m 

10 

») 

0,6000 

0,8060 

0,5774 

0 

e,. 

IUd. 

Or. 

Mid. 

WlB 

t<l. 

C«i™. 

"L~ 

Cotang. 

r»g. 

Wli 

k«]. 
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1.    Tafel  der  trig«M— etrischem  Liaiem. 


Winkel. 

Sinns. 

Gosinns. 

Tang. 

Gotang. 

Winkel. 

Gr. 

Min. 

• 

G^ 

Min. 

30 

0 

0,5000 

0,8660 

0,5774 

1,7321 

60 

0 

10 

0,5025 

0,8646 

0,5812 

1,7205 

50 

20 

0.5050 

0,8631 

0,5851 

1,7090 

40 

30 

0,5075 

0,8616 

0,5890 

1,6977 

30 

40 

0,5100 

0,8601 

0,5930 

1,6864 

20 

50 

0,5125 

0,8587 

0,5969 

1,6753 

10 

25 

15 

40 

119 

31 

0 

0,5150 

0,8572 

0,6009 

1,6643 

59 

0 

10 

Q,5175 

0,8557 

0.6048 

1,6534 

50 

20 

0,5200 

0,8542 

0,6088 

1.6426 

40 

30 

0,5225 

0,8526 

0,6128 

1,6319 

30 

40 

0,5250 

0,8511 

0,6168 

1,6212 

20 

50 

0,5275 

0,8496 

0,6208 

1,6107 

16 

25 

16 

41 

104 

32 

0 

0,5299 

0,8480 

0,6249 

1,6003 

58 

0 

10 

0,5324 

0,8465 

0,6289 

1,5900 

50 

20 

0,5348 

0,8450 

0,6330 

1,5798 

40 

30 

0,5373 

0.8434 

0,6371 

1,5697 

30 

40 

0,5398 

0,8418 

0,6412 

1,5597 

20 

50 

0,5422 

0,8403 

0,6453 

1,5497 

10 

24 

16 

41 

98 

83 

0 

0.5446 

0,8387 

0,6494 

1,5399 

57 

0 

10 

0,5471 

0,8371 

0,6536 

1,5301 

50 

20 

0,5495 

0,8355 

0,6577 

1.5204 

40 

30 

0,5519 

0,8339 

0,6619 

1,5108 

30 

40 

0,5544 

0,8323 

0,6661 

1,5013 

20 

50 

0,5568 

0,8307 

0,6703 

1,4919 

10 

24 

17 

42 

93 

34 

0 

0,5592 

0,8290 

0,6745 

1,4826 

56    0 

10 

0.5616 

0,8274 

0,6787 

1,4733 

50 

20 

0,5640 

0,8258 

0,6830 

1,4641 

40 

30 

0,5664 

0,8241 

0,6873 

1,4550 

1 

30 

40 

0,5688 

0.8225 

0.6916 

1,4460 

20 

50 

0,5712 

0,8208 

0,6959 

1,4370 

10 

24 

17 

43 

89 

35 

0 

0,5736 

0,8192 

0,7002 

1,4281 

55 

0 

Gr. 

Min. 

Gr. 

Min. 

Wii 

ikel. 
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Sinns. 

Gotang. 

Tang. 

Wii 

ikeL 
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1.    Tmfel  der  trlgmiometiigeheii  Linien. 


Winkel. 

Sinns. 

Cosinns. 

Tang. 

Cotang. 

Winkel. 

ör. 

Min. 

Gr.  Min. 

35 

0 

0,5736 

0,8192 

0,7002 

1,4281 

55    0 

10  ^ 

0,5760 

0,8175 

0,7046 

1,4193 

1  50 

20 

0,5783 

0,8158 

0,7089 

1,4106 

;  40 

30 

0,5807 

0,8141 

0,7133 

1,4019 

'  30 

40 

0,5831 

0,8124 

0,7177 

1,3934 

20 

50 

0,5854 

0,8107 

0,7221 

1,3848 

10 

24 

17 

44 

84 

36 

0 

0,5878 

0,8090 

0,7265 

1,3764 

54 

0 

10 

0,5901 

0,8073 

0,7310 

1,3680 

50 

20 

0,5925 

0,8056 

0,7355 

1,3597 

40 

30 

0,5948 

0,8039 

0,7400 

1.3514  ■ 

30 

40 

0,5972 

0,8021 

0,7445 

1,8432 

20 

50 

0,5995 

0,8004 

0,7490 

1,3351 

10 

23 

18 

46 

81 

87 

0 

0,6018 

0,7986 

0,7536 

1,3270 

53 

0 

10 

0,6041 

0,7969 

0,7581 

1,3190 

50 

20 

0,6065 

0,7951 

0,7627 

1,3111 

40 

30 

0,6088 

0,7934 

0,7673 

1,3032 

30 

40 

0,6111 

0,7916 

0,7720 

1,2954 

20 

60 

0,6134 

0,7898 

0,7766 

1,2876 

10 

23 

18 

47 

77 

38 

0 

0,6157 

0,7880 

0,7813 

1,2799 

52 

0 

10 

■  0,6180 

0,7862 

0,7860 

1,2723 

50 

20 

0,6202 

0.7844 

0,7907 

1,2647 

40 

30 

0,6225 

0,7826 

0,7954 

-  1,2572 

30 

40 

0,6248 

0,7808 

0,8002 

1,2497 

20 

50 

0,6271 

0,7790 . 

0,8050 

1,2423 

10 

23 

19 

48 

74 

39 

0 

0,6293 

0,7771 

0,8098 

1,2349 

51 

0 

10 

0,6316 

0,7753 

0,8146 

1,2276 

50 

20 

0,6338 

0,7735 

0,8195 

1,2203 

40 

30 

0,6361 

0,7716 

0,8243 

1,2131 

30 

40 

0,6383 

0,7698 

0,8292 

1,2059 

20 

50 

0,6406 

0,7679 

0,8342 

1,1988 

10 

* 

22 

19 

49 

70 

40. 

0 

0,6428 

0,7660 

0,8391 

1,1918 

50 

0 

ÖT. 

Hin. 

Gr. 

Min. 

Wii 

tkel. 

Cosinus. 

Sinns. 

Cotang. 

Tang. 

Wii 

ikel. 
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1.    Tafel  der  irtgronometrlscheii  Lialen. 


Winkel. 

Sinus. 

Cosinus. 

Tang. 

Cotang. 

WinkeL 

Gr. 

Min. 

Gr. 

Hin. 

40 

0 

0,6428 

0,7660 

0,8391 

1,1918 

50 

0 

« 

10 

0,6450 

0,7642 

0,8441 

1,1847 

X 

50 

20 

0.6472 

0,7623 

0,8491 

1,1778 

40 

30 

0,6494 

0,7604 

0,8541 

1,1708 

, 

30 

40 

0,6517 

0,7585 

0,8591 

1,1640 

20 

50 

0,6539 

0,7566 

0,8642 

1,1571 

10 

22 

19 

51 

67 

41 

0 

0,6561 

0,7547 

0,8693 

1,1504 

49 

0 

10 

0,6583 

0,7528 

0,8744 

1,1436 

50 

20 

0,6604 

0,7509 

0,8796 

1,1369 

40 

30 

0,6626 

0,7490 

0,8847 

1,1303 

30 

40 

0,6648 

0,7470 

0,8899 

1,1237 

20 

50 

0,6670 

0,7451 

0,8952 

1,1171 

10 

21 

20 

52 

65 

42 

0 

0,6691 

0,7431 

0,9004 

1,1106 

48 

0 

10 

0,6713 

0,7412 

0,9057 

1,1041 

50 

20 

0,6734 

0,7392 

0,9110 

1,0977 

40 

30 

0,6756 

0,7373 

0.9163 

1,0913 

30 

40 

0,6777 

0,7353 

0,9217 

1,0850 

20 

50 

0,6799 

0,7333 

0,9271 

1,0786 

10 

21 

20 

54 

62 

43 

0 

0,6820 

0,7314 

0,9325 

1,0724 

47 

0 

10 

0,6841 

0,7294 

0,9380 

1,0661 

50 

20 

0,6862 

0,7274 

0,9435 

1,0599 

40 

30 

0,6884 

0,7254 

0,9490 

1,0538 

30 

40 

0,6905 

0,7234 

0,9545 

1,0477 

20 

50 

0,6926 

0,7214 

0,9601 

1,0416 

10 

21 

21 

56 

61 

44 

0 

0,6947 

0,7193 

0,9657 

1,0355 

46 

0 

10 

0,6967 

0,7173 

0,9713 

1,0295 

50 

20 

0,6988 

0,7153 

0,9770 

1,0235 

40 

30 

0,7009 

0,7133 

0,9827 

1,0176 

90 

40 

0,7030 

0,7112 

0,9884 

1,0117 

20 

50 

0,7050 

0,7092 

0,9942 

1,0058 

10 

21 

21 

58 

58 

45 

0 

0,7071 

0,7071 

1,0000 

1,0000 

45 

0 

Gr. 

Min. 

Gr. 

Min. 

WiB 

ikeL 

CosiaoB. 

Sinns. 

Cotang. 

Tang. 

Wii 

ikel. 
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2.    Tafel  der  Itogsritlimeii  trlgomometrlselier  Linien. 


Winkel. 

Sinns. 

Cosinus. 

Tan«. 

Cotang. 

Winkel. 

Gr. 

Min. 

Gr.  1  Min. 

0 

0 

—  00 

10,00000 

-  00 

+  00 

90 

0 

10 

7,46373 

10,00000 

7,46373 

12,53627 

50 

20 

7,76475 

9,99999 

7,76476 

12,23524 

40 

30 

7,94084 

9,99998 

7,94086 

12,05914 

30 

40 

8,06578 

9,99997 

8,06581 

11,93419 

20 

50 

8,16268 

9,99995 

8,16273 

11,83727 

10 

7918 

2 

7919 

7919 

1 

0 

8,24186 

9,99993 

8,24192 

11,75808 

89 

0 

10 

8,30879 

9,99991 

8,30888 

11,69112 

50 

20 

8,36678 

9,99988 

8,36689 

11,63311 

40 

30 

8,41792 

9,99985 

8,41807 

11,58193 

30 

- 

40 

8,46366 

9,99982 

8,46385 

11,53615 

20 

50 

8,50504 

9,99978 

8,50627 

11,49473 

10 

3778 

4 

3781 

3781 

2 

0 

8,54282 

9,99974 

8,54308 

11,45692 

88  1   0 

10 

8,57757 

9,99969 

8,57788 

11,42212 

50 

20 

8,60973 

9,99964 

8,61009 

11,38991 

40 

30 

8,63968 

9,99959 

8,64009 

11,35991 

30 

40 

8,66769 

9,99953 

8,66816 

11,33184 

20 

50 

8,69400 

9,99947 

8,69453 

11,30547 

10 

2480 

7 

2487 

2487 

3 

0 

8,71880 

9,99940 

8,71940 

11,28060 

87 

0 

10 

8,74226 

9,99934 

8,74292 

11,25708 

50 

20 

8,76451 

9,99926 

8,76525 

11.23476 

40 

30 

8,78568 

9,99919 

8,78649 

11,21351 

30 

40 

8,80585 

9,99911 

8,80674 

11,19326 

20 

50 

8,82513 

9,99903 

8,82610 

11,17300 

10 

1845 

9 

1854 

1854 

4 

0. 

8,84358 

9,99894 

8,84464 

11,15536 

86 

0 

10 

8,86128 

9,99885 

8,86243 

11,13757 

50 

20 

8,87829 

9,99876 

8,87953 

11,12047 

40 

30 

8,89464 

9,99866 

8,89598 

11,10402 

30 

40 

8,91040 

9,99856 

8,91185 

11,08815 

20 

50 

8,92561 

9,99845 

8,92716 

11,07284 

10 

1469 

11 

1479 

1479 

5 

0 

8,94030 

9,99834 

8,94195 

11,05805 

85 

0 

Gr. 

Min. 

Gr. 

Min. 

Wii 

ukeL 

Cosinns. 

Sinns. 

Cotftng. 

Tang. 

Wii 

ikel. 
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2.    Tafel  der  LogsrlthMea  tiigVBMietriMher  Llmlen. 


WinVel. 

Siniu. 

Cosiiuis. 

Tftng. 

Gotang. 

WinkeL 

Gr. 

Mia. 

Gr. 

Min. 

5 

0 

8,94030 

9,99834 

8,94195 

11,05805    1   85 

0 

10 

8,95450 

9,99823 

8,95627 

11,04373    1 

50 

20 

8,96825 

9,99812 

8,97013 

11,02987 

' 

40 

30 

8,98157 

9,99800 

8,98358 

11,01642 

80 

40 

8,99450 

9,99787 

8,99662 

11,00338 

20 

50 

9,00704 

9,99775 

9,00930 

10,99070 

10 

1219 

14 

1232 

1232 

6 

0 

9,01923 

9,99761 

9,02162 

10,97888 

84 

0 

10 

9,03109 

9,99748 

9,03361 

10,96639 

50 

20 

9,04262 

9,99734 

9,04528 

10,95472 

40 

30 

9,05386 

9,99720 

9,05666 

10,94334 

30 

40 

9,06481 

9,99705 

9,06775 

10,93225 

20 

50 

9,07548 

9,99690 

9,07858 

10,92142  ^ 

10 

1041 

15 

1056 

1056 

7 

0 

9,08589 

9,99675 

9,08914 

10,91086 

83 

0 

10 

9,09606 

9,99659 

9,09947 

10,90053 

60 

20 

9,10599 

9,99643 

9,10956 

10,89044 

40 

30 

9,11570 

9,99627 

9,11943 

10,88057 

30 

40 

9,12519 

9,99610 

9,12909 

10,87091 

20 

50 

9,13447 

9,99593 

9,13854 

10,86146 

10 

909 

18 

926 

926 

) 

8 

0 

9,14356 

9,99575 

9,14780 

10,85220 

82 

0 

10 

9,15245 

9,99557 

9,15688 

10,84312 

50 

20 

9,16116 

9,99539 

9,16577 

10,88423 

40 

30 

9,16970 

9,99520 

9,17450 

10,82550 

80 

40 

9.17807 
9,18628 

9,99501 

9,18306 

10,81694 

20 

59 

9,99482 

9,19146 

10,80854 

10 

805 

20 

825 

825 

9 

0 

9,19433 

9,99462 

9,19971 

10,80029 

81 

0 

10 

9,20223 

9,99442 

9,20782 

10,79218 

SO 

20 

9,20999 

9,99421 

9,21578 

10,78422 

40 

30 

9,21761 

9,99400 

9,22361 

10,77689 

30 

40 

9,22509 

9,99379 

9.23130 

10,76870 

20 

50 

9,23244 

9,99357 

9,23887 

10,76113 

10 

723 

22 

745 

745 

10 

0 

9,23967 

9,99835 

9,24632 

10,75368 

80 

0 

Gr. 

Min. 

Gr. 

Min. 

Win 

ikel. 

CosimiB. 

Sinns. 

Cotang. 

Tang. 

Wi 

DkeL 
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2.    Xftf«l  der  Logruithmeii  trlgmiOMetrlgelier  Lfadea* 


WinkeL 

Sinns. 

Coflinns. 

Tang. 

Cotang. 

Winkel. 

Gr. 

Min. 

Gr. 

Min. 

10 

0 

9,23967 

9,99335 

9,24632 

10,75368 

80 

0 

10 

9,24677 

9,99813 

9,25365 

10,74635 

50 

20 

9,25376 

9,99290 

9,26086 

10,73914 

40 

30 

9,26063 

9,99267 

9,26797 

10,73203 

30 

40 

9,26739 

9,99243 

9,27496 

10,72504 

20 

50 

9,27405 

9,99219 

9,28186 

10,71814 

10 

655 

24 

679 

679 

11 

0 

9,28060 

9,99195 

9,28865 

10,71135 

79 

0 

10 

9,28705 

9,99170 

9,29535 

10,70465 

50 

20 

9,29340 

9,99145 

9,30195 

10,69805 

40 

30 

9,29966 

9,99119 

9,30846 

10,69154 

;  30 

40 

9,30582 

9,99093 

9,31489 

10,68511 

\    20 

50 

9,31189 

9,99067 

9,32122 

10,67878 

10 

599 

27 

625 

625 

12 

0 

9,31788 

9,99040 

9,32747 

10,67253 

78 

0 

10 

9,32378 

9,99013 

9,33865 

10,66635 

50 

20 

9,32960 

9,98986 

9,33974 

10,66026 

1  40 

30 

9,33534 

9,98958 

9,34576 

10,65424 

30 

40 

9,34100 

9,98930 

9,35170 

10,64830 

20 

50 

9,34658 

9,98901 

9,35757 

10,64243 

10 

551 

29 

579 

579 

13 

0 

9,35209 

9,98872 

9,36336 

10,63664 

77 

0 

10 

9,35752 

9,98843 

9,36909 

10,63091 

50 

20 

9,36289 

9,98813 

9,37476 

10,62524      ,  40 

30 

9,36819 

9,98783 

9,38035 

10,61965 

30 

40 

9,37341 

9,98753 

9,38589 

10,61411 

20 

50 

9,37858 

9,98722 

9,39136 

10,60864 

10 

510 

32 

541 

541 

! 

14 

0 

9.38368 

9,98690 

9,39677 

10,60323 

76 

0 

10 

9,38871 

9,98659 

9,40212 

10,59788 

50 

20 

9,39369 

9,98627 

9,40742 

10,59258 

40 

30 

9,39860 

9,98594 

9,41266 

10,58734 

30 

40 

9,40346 

9,98561 

9,41784 

10,58216 

20 

50 

9,40825 

9,98528 

9,42297 

10,57703 

10 

475 

34 

508 

508 

15 

0 

9,41300 

9,98494 

9,42805 

10,57195 

75 

0 

Gr. 

Min. 

Gr. 

Min. 

Wk 

ikel. 

CosinoB. 

Sinns. 

Cotang. 

Tang. 

Wi 

akel. 

1 
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2.    Tafel  der  LogaiithmeB  trigonemetrlMher  Llmlem. 


Winkel. 

Sinns. 

Cosinus. 

Tang. 

Cotang. 

Winket 

Gr. 

Min. 

Gr. 

Min 

15 

0 

9,41300 

9,98494 

9,42805 

10,57195 

75 

0 

10 

9,41768 

9,98460 

9,43308 

10,56692 

50 

20 

•  9,42232 

9,98426 

9,43806 

10,56194 

40 

30 

9,42690 

9,98391 

9,44299 

10,55701 

30 

40 

9,43143 

9,98356 

9,44787 

10,55213 

20 

50 

9,43591 

9,98320 

9,45271 

10,54729 

10 

443 

36 

479 

479 

16 

0 

9,44034 

9,98284 

9,45750 

10,54250 

74 

0 

10 

9,44472 

9,98248 

9,46224 

10,53776 

50 

20 

9,44905 

9,98211 

9,46694 

10,53306 

40 

30 

9,45334 

9,98174 

9,47160 

10,52840 

30 

40 

9,45758 

9,98136 

9,47622 

10,52378 

20 

50 

9,46178 

9,98098 

9,48080 

10,51920 

10 

416 

38 

454 

454 

17 

0 

9,46594 

9,98060 

9,48534 

10,51466 

73 

0 

10 

9,47005 

9,98021 

9,48984 

10,51016 

50 

20 

9,47411 

9,97982 

9,49430 

10,50570 

40 

30 

9,47814 

9,97942 

9,49872 

10,50128 

30 

40 

9,48213 

9,97902 

9,50311 

10,49689 

20 

50 

9,48607 

9,97861 

9,50746 

10,49254 

10 

391 

40 

432 

432 

18 

0 

9,48998 

9,97821 

9,51178 

10,48822 

72 

0 

10 

9,49385 

9,97779 

9,51606 

10,48394 

50 

20 

9,49768 

9,97738 

9,52031 

10,47969 

40 

30 

9,50148 

9,97696 

9,52452 

10,47548 

30 

40 

9,50523 

9,97653 

9,52870 

10,47130 

20 

50 

9,50896 

9,97610 

9,53285 

10,46715 

10 

368 

43 

412 

412 

1 

19 

0 

9,51264 

9,97567 

9,53697 

10,46308 

71    0 

10 

9,51629 

9,97523 

9,54106 

10,45894 

50 

20 

9,51991 

9,97479 

9,54512 

10,45488 

40 

30 

9,52350 

9,97435 

9,54915 

10,45085 

30 

40 

9,52705 

9,97390 

9,55315 

10,44685 

20 

50 

9,53057 

9,97344 

9,55712 

10,44288 

10 

348 

45 

395 

395 

• 

20 

0 

9,53405 

9,97299 

9,56107 

10,43893 

70    0 

Gr. 

Min. 

Gr.  1  Min. 

Win 

Lk«l. 

Cosinus. 

Sinus. 

Cotang. 

Tang. 

Wii 

ikeL 

r^  - 
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3.    Tafel  der  Logarithmen  trlgomometrlseher  Linien. 


Winkel. 

Sinns. 

• 

Cosinns. 

Tang.' 

Cot&ng. 

Winkel. 

Gr. 

Min. 

Gr.  '  Min. 

1 

20 

0 

9,53405 

9,97299 

9,56107 

10,43893 

70  i   0 

10 

9^53751 

9,97252 

9,56498 

10,43502  1 

50 

20 

9,54093 

9,97206 

9,56887 

10,43113 

40 

30 

9,54433 

9,97159 

9,57274 

10,42726 

30 

40 

9,54769 

9,97111 

9,57658 

10,42342  1 

20 

50 

9,55102 

9,97063 

9,58039 

10,41961  i 

10 

331 

48 

379 

379  1 

21 

0 

9,55433 

9,97015 

.9,58418 

10,41582  1  69  1   0 

10 

9,55761 

9,96966 

9,58794 

10,41206      1 

50 

20 

9,56085 

9,96917 

9,59168 

10,40832 

40 

30 

9,56408 

9,96868 

9,59540 

10,40460  , 

30 

»  40 

9,56727 

9,96818 

9,59909 

10,40091  , 

20 

50 

9,57044 

9,96767 

9,60276 

10,39724  ; 

10 

314 

50 

365 

365  i 

22 

0 

9,57858 

9,96717 

9,60641 

10,39359   68 

0 

10 

9,57669 

9,96665 

9,61004 

10,38996  ' 

50 

20 

9,57978 

9,96614 

9,61864 

10,38636 

40 

30 

9,58284 

9,96562 

9,61722 

10,38278 

30 

40 

9,58588 

9,96509 

9,62079 

10,37921 

20 

50 

9,58889 

9,96456 

9,62433 

10,37567  , 

10 

299 

53 

352 

352  i 

23 

0 

9,59188 

9,96403 

9,62785 

10,37215  1  67    0 

10 

9,59484 

9,96349 

9,63135 

10,36865 

50 

20 

9,59778 

9,96294 

9,63484 

10,36516 

40 

30 

9,60070 

9,96240 

9,63830 

10,36170  i 

30 

40 

9,60359 

9,90185 

9,64175 

10,35825 

20 

50 

9,60646 

9,96129 

9,64517 

10,35483 

10 

285 

56 

341 

341 

24 

0 

9,60931 

9,96073 

9,64858 

10,35142   66' 

0 

10 

9,61214 

9,96017 

9,65197 

10,34803  :      50 

20 

9,61494 

9,95960 

9,65535 

10,34465  1      40 

30 

9,61773  . 

9,95902 

9,65870 

10,34130  t 

30 

40 

9,62049 

9,95845 

9,66204 

10,33796  1 

20 

50 

9,62323 

9,95786 

9,66537 

10,33463 

10 

272 

58 

330 

330      [ 

25 

0 

9,62595 

9,95723 

9,66867 

10,33133   65  1   0 

Gr. 

Min. 

Ör.  Min. 

WXB 

Lkel. 

Cosinns. 

Sinus. 

Cotang. 

Tang. 

Wi 

akdl. 
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2.    Tmttl  der  Lo9«rlthawm  trlgmi«v«trlscher  Ltalen. 


Winkel. 

Sinns. 

CoBinns. 

Tang. 

Cotang. 

Winkel. 

Gr. 

Min. 

• 

Gr.  Min. 

25 

0 

9,62595 

9,95728 

9,66867 

10,33133 

65 

0 

10 

9,62865 

9,95668 

9,67196 

10,32804 

50 

20 

9,63133 

9,95609 

9,67524 

10,32476 

40 

30 

9,63398 

9,95549 

9,67850 

10,32150 

30 

40 

9,63662 

9,95488 

9,68174 

10,31826 

20 

50 

9,63924 

9,95427 

9,68497 

10,31503 

10 

260 

61 

321 

321 

26 

0 

9,64184 

9,95366  . 

9,68818 

10,31182 

64 

0 

10 

9,64442 

9,95804 

9,69138 

10,30862 

50 

20 

9,64698 

9,95242 

9,69457 

10,30543 

40 

30 

9,64953 

9,95179 

9,69774 

10,30226 

30 

40 

9,65205 

9,95116 

9,70089 

10,29911 

20 

50 

9,65456 

9,95052 

9,70404 

10,-29596 

10 

249 

64 

313 

313 

27 

0 

9,65705 

9,94988 

9,70717 

10,29288 

63 

0 

10 

'  9,65952 

9,94923 

9,71028 

10,28972 

50 

20 

9,66197 

9,94858 

9,71339 

10,28661 

40 

30 

9,66441 

9,94793 

9,71648 

10,28352 

30 

40 

9,66682 

9,94727 

9,71955 

10,28045 

20 

50 

9,66923 

9,94660 

9,72262 

10,27738 

10 

2.S8 

67 

305 

305 

28 

0 

9,67161 

9,94593 

9,72667 

10,27438 

62 

Q 

10 

9,67398 

9,94526 

9,72872 

10,27128 

50 

20 

9,67633 

9,94458 

9,73175 

10,26825 

40 

30 

9,67866 

9,94390 

9,73476 

10,26524 

30 

40 

9,68098 

9,94321 

9,73777 

10,26223 

20 

50 

9,68328 

9,94252 

9,74077 

10,25928 

10 

229 

70 

298 

298 

29 

0 

9,68557 

9,94182 

9,74375 

10,25625 

61 

0 

10 

9,68784 

9,94112 

9,74673 

10,25327 

50 

20 

9,69010 

9,94041 

9,74969 

10,25031 

40 

30 

9,69234 

9,98970 

9,75264 

.  10,24736 

30 

40 

9,69456 

9,93898 

9,75558 

10,24442 

20 

50 

9,69677 

9,93826 

9,75852 

10,24148 

10 

220 

73 

292 

292 

30 

0 

9,69897 

9,93753 

9,76144 

10,23856 

60 

0 

Gr. 

Min. 
kel. 

. 

Gr. 

Min. 

Win 

Coeinne. 

^inns. 

Cotang. 

Tang. 

Wii 

ikeL 

269 


8.    Tftfel  der  LogarltluiieB  trigoAonetriseher  Liniem. 


Winkel. 

Sinns. 

Cosinus. 

Tang. 

Cotang. 

WlnkeL 

Gr. 

Min. 

Gr. 

Min. 

30 

0 

9,69897 

9,93753 

9,76144 

10,23856 

60 

0 

10 

9,70115 

9,93680 

9,76435 

10,23565 

50 

20 

9,70382 

9,93606 

9,76726 

10,23275 

40 

30 

9,70547 

9,93532 

9,77015 

10,22985 

30 

40 

9,70761 

9,93457 

9,77303 

10,22697 

20 

50 

9,70973 

9,93382 

9,77591 

10,22409 

10 

211 

75 

286 

286 

31 

0 

9,71184 

9,93307 

9,77877 

10,22123 

59 

0 

10 

9,71393 

9,93230 

9,78163 

10,21837 

50 

20 

9,71602 

9,93154 

9,78448 

10,21552 

40 

30 

9,71809 

9,93077 

9,78732 

10,21268 

30 

40 

9,72014 

9,92999 

9,79015 

10,20985 

20 

50 

9,72218 

9,92921 

9,79297 

10,20703 

10 

203 

79 

282 

282 

32 

0 

9,72421 

9,92842 

9,79579 

10,20421 

58 

0 

10 

9,72622 

9,92763 

9,79860 

10,20140 

50 

20 

9,72823 

9,92683 

9,80140 

10,19860 

40 

30 

9,73022 

9,92603 

9,80419 

10,19581 

30 

' 

40 

9,73219 

9,92522 

9,80697 

10,19303 

20 

50 

9,73416 

9,92441 

9,80975 

10,19025 

10 

195 

82 

277 

277 

33 

0 

9,73611 

9,92359 

9,81252 

10,18748 

57 

0 

10 

9,73805 

9,92277 

9,81528 

10,18472 

50 

20 

9,73997 

9,92194 

9,81803 

10,18197 

1 

40 

30 

9,74189 

9,92111 

9,82078 

10,17922 

30 

40 

9,74379 

9,92027 

9,82352 

10,17648 

20 

50 

9,74568 

9,91942 

9,82626 

10,17374 

10 

188 

85 

273 

273 

34 

0 

9,74756 

9,91857 

9,82899 

10,17101 

56 

0 

10 

9,74943 

9,91772 

9,83171 

10,16829 

50 

20 

9,75128 

9,91686 

9,83442 

10,16558 

40 

30 

9,75313 

9,91599 

9,83713 

10,16287 

30 

40 

9,75496 

9,91512 

9,83984 

10,16016 

20 

50 

9,75678 

9,91425 

9,84254 

10,15756 

10 

181 

89 

269 

269 

35 

0 

9,75859 

9,91336 

9,84523 

10,15477 

55 

0 

Or. 

Min. 

Gr. 

Min. 

Wit 

ikel. 

1 
Cosinus. 

Sinns. 

Cotang. 

Tang. 

Wi] 

ikel. 

11.  Abtheilung. 


Meobanik. 


Formeln  und  Lefirtfitze. 


1 .    Jede  Kraft  äusEert  sich  durch  einen  Zug  oder  Druck, 
aen  aie  anf  eioen  Körper  ausübt 

Dieser  Drucl   kann   durch  Gewi  hte  (Pfunde     Kilo 
gramme  etc )  gemeispu  werden 
;  In     Zeiibnungen    werden 

'  Fignr  I  Kräfte     durL,h     Linien     dar 

f^^_  gestellt  und  gemessen    indem 

~-  man    sich    einen    Maassstab 

macht    auf  dem  ]ede  Einheit 
öi^  ein  Pfund  ein  Kilogramm  etc 

■  '     '"~~~~~~S,  bedeutet 

;  ^        Die  Kraft  P  in  Figur  1 

f  ist  z    B    4  Kilogramm  st*rk 

1"  Der  Punkt     in  welchem   ein   Korper  von   einer  Kraft 

I      ei^iffen  wird    heisst  der  Angnifapunkt  der  Kraft 

2    Der  AngntTspunkt  a  einer  Kraft  P   Figur  I    laa'it 
I    Sich    in  der  Richtung  derselben  beliebig  verlegen     z    B 
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nach  a,  2^,,  u.  s.  w.»  ohne  dass  die  Kraft  selbst  dadurch 
in  ihrer  Grösse  verändert  wird. 

3.    Wirken   an   einem  Punkte  A,    Figur  2,    mehrere 
Kräfte  in  einer  Linie,  und  bezeichnet  man  alle  nach  einer 

Fignr  2. 


+  Eichtung. 

Richtung  hin  wirkenden  Kräfte  mit  +  und  alle  nach  der 
entgegengesetzten  Richtung  wirkenden  mit  — ,  so  ist  die 
aus  diesen  Kräften  hervorgehende  Mittelkraft  (Resultante) 
gleich : 

der  algebraischen  Summe  aller  Kräfte, 

also  in  Figur  2: 

R  =  +  2  — 3  +  5  — 6  — 8  =  — 10, 

d.  h.  R  ist  10  Pfund  oder  Kilogramm  etc.  stark  und  hat 
eine  Richtung  nach  dahin,  wo  das  Minuszeichen  steht. 

Figur  3. 


J. 


4.    Wirken  zwei  Kräfte  Pi  und  Pi,  Figur  3,  an  einem 
Punkte  A  unter  dem  ^  «,  so  findet  man  die  Mittelkraft  E, 
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indem  man  die  Kräfte  Pi  und  Pj  nach  dem  Maassstabe 
nnter  ^  «  zusammentragt,  ein  Parallelogramm  bildet  und 
die  Diagonale  A  E  zieht.  Diese  Diagonale  ist  =  der 
gesuchten  Mittelkraft  R  nach  Grösse  und  Richtung 
(Parallelogramm  der  Kräfte). 

Um  die  Mittelkraft  durch  Rechnung  zu  finden,  hat' 
man  die  Gleichung: 

E  =  y  Pi«  +  Pa2  +  2  Pi  P2  cos.  «, 

i^obei  das  obere  Zeichen  giltig  ist,  wenn  «  stumpf,  das 
nntere  dagegen  wenn  «  spitz  ist. 

Die  Lage  von  R  bestimmt  sich  durch  den  <^  x  aus 

der  Gleichung: 

P2  sin. « 
sm.  X  = =r . 

Bilden  dieComponenten  Pi  und  Pa  einen  rechten  Winkel, 
so  ist  «  =  90°  und  cos.  «  =  1,  daher: 

P2 
sm.  X  =    --. 
xC 

5.  Durch  die  umgekehrte  Konstruktion  und  Rechnung 
lasst  sich  die  Mittelkraft  R  in  zwei  Seitenkräfte  (Com- 
ponenten)  zerlegen.  Ist  z.  B.  in  Figur  3,  R  und  Pi  ge- 
geben und  soll  so  zerlegt  werden,  dass  die  Seitenkraft  P 
mit  R  den  <^  x  bildet,  so  konstruirt  man  das  AI  a^s  zwei 
Seiten  und  dem  eingeschlossenen  -^  x,  und  ergänzt  dann 
das  ganze  Parallelogramm.  Die  Seite  A  Ps  ist  dann  die 
gesuchte  zweite  Seitenkraffc. 

Ist  ferner  R  und  die  beiden  Richtungen  A  a  und  A  b, 
in  die  die  Mittelkraft  R  zerfallen  soll,  gegeben,  so  ziehe 
man  von  Punkt  R  aus  ||  A  b  und  ||  A  a  die  Linien  Pi  R 
und  P2R.  In  dem  hieraus  entstehenden  Parallelogramm 
sind  die  Abschnitte  auf  Aa  und  Ab  die  gesuchten 
Seitenkräfte. 


'• 
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Soll  die  Mittelkraft  B,  wie  in  Figur  4,  in  zwei  recht- 
winkelig za  einander  stehende  Seitenkräfte  P  und   Q   so 

Fig^r  4. 


zerlegt  werden,  dass  sie  mit  Q  den  -^  a  bildet,  so  geschieht 
dieses  mittelst  der  vorhin  angegebenen  Konstruktionen. 
Durch  Rechnung  findet  man: 

Q  =  R  COS.  «, 

P  =  R  sin. «, 

auch  ist: 

P  ==  Q  tang.  «, 

Q  =  P  cot.  «. 

6.  Wirken  mehrere  in  einer  Ebene  liegenden  Kräfte, 
Figur  5,  auf  einen  Punkt  A,  so  findet  man  die  daraus 
entstehende  Mittelkraft  R  durch  die  Konstruktion  des 
Polygons  der  Kräfte  auf  folgende  Weise. 

Man  nehme  einen  willkürlichen  Punkt  Ai  an  und 
bilde  ein  Polygon,  an  welchem  man  die  Seiten  immer  = 
und  II  den  an  Punkt  A  gegebenen  Kräften  Pi,  Pa,  Ps  u.  s.  w. 
zieht.  Die  Schlusslinie  dieses  Polygons  ist  =  der  gesuchten 
Mittelkraft  R  nach  Grösse  und  Richtung  und  kann  an 
Punkt  A  übertragen  werden.  Durch  Rechnung  findet  man 
die  Mittelkraft,  indem  man  eine  jede  der  gegebenen  Kräfte 
in  zwei  rechtwinkelige  Componenten  nach  x  und  y,  Figur  5, 
zerlegt,  und  die  Kräfte  Pi,  P2,  Ps  u.  s.  w.  zunächst  auf 
zwei  rechtwinkelige  Componenten  P  und  Q  reducirt.    Man 
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hat  alsdann,  wenn  ri, 
£egea  yy  bezeichnet: 

P--P.sin.«i  +  Pi 

Q--Pico§.  Bi  +  Pisii 


die  Neigungs  ■<  der  Knit'to 


und  die  gesuchte  Mittelkraft  nach  Satz  4: 

E=yp'qrö«7 

und  für  die  Biehtung  von  B: 


7.  Wenn  beliebig  viele  in  einer  Kbene  wickende  Kräi'ti? 
Pi,  Ps.  Pa  n.  8.  w.  einen  Körper  in  beliebigen  Punkten 
ai  fti  u.  B.'W,  ergreifen,  so  ist  stets  das  Moment  iler 
Mittelkraft  R  =  der  Summe  der  Momente  jener  Krät'te, 
also-  ME  =  MPi  +  MP,+  .  .  ., 

oder  wenn  man  die  Lothlinien,  die  von  einem  belii'l.ifji'n 
Punkte  d  auf  die  EraftricbtUDgen  gezogen  werden  (iloliel- 
arme  der  Kräfte)  mit  1,  li,  1:  n.  s.  w.  bezeichnet: 

Rl  =  Pill  +  P.h  +  Psls  .  .  ■, 

wobei  man  positiven  und  negativen  Drehsinn  dureh  +  ntnl 
—  Zeichen  zu  unteracbeiden  bat. 


{ 


1 


Süll  der  in  Figur  6  von  versehiedenen  Kräften 
ene  Körper  ^egen  Drehung  im  Gleichgewicht  aein, 
S3  die  Summe  aller  Momente  =  Nnll,  also: 

Pi  li  +  P)  b  +  •  .  .  E 1  =  0 

9.  Soll  der  Körper, 
Figur6,8ich  weder  drehen 
noch  eine  Ortshewegung 
machen  Lönnen,  so  mnss, 
wenn  man  alle  Kräfte 
in  vertikale  nnd  horizon- 
tale Componenten  zer- 
legt, sein: 

1.  Summe    aller  Ver- 
tikalträfte  =  Null. 

2.  Summe  aller  Hori- 
zontalkräfte =  Null. 

3.  Summe    aller    Mo- 
mente ^=  Null. 

10.  Die  Mittelkraft  von  Parallelkrätten  iat  gleich  der 
allgehraiachen  Summe  der  Componenten,  also  (Figur  7); 

E  =  P.  -t-  Pi  -i-  Ps  -1-  .  .  ., 

wobei  entgegengeaetate  Richtungen  der  Kräfte  mit  +  uod 
—  zu  bezeichnen  sind. 

11.  Der  Abstand  i  der  Mittelkraft  E  paralleler  Kräfte 
Pi,  P»,  P>  u.  s.  w.  von  einem  beliebigen  Punkte  D  iat: 

Summe  der  Momente  der  Kräfte 
Summe  der  Kräfte.  ' 

^  MPi-t-MP,-| 

Pi-|-P,-l-Pa-f .  .."■ 

12.  Zwei  gleiche  und  parallele  Gegenkräfte  nennt  man 
einen  Drehznilling  oder  ein  Kräftepaar. 


In  diesem  Falle  eiiatirt  keine  Mittelkraft.  Zur  Her- 
BtelluDg  des  GleichgewichteB  ist  ein  zweites  Erfiftepaar^^ 
erforderlich  (Fignr  8). 


Bezeichnet  man  mit  l  und  Ai  die  Nonnalabstände  der 
zu  jedem  Paare  gehörigen  Kräfte,  so  ist,  wenn  Okich- 
gewicM  stattfinden  soll: 

gewichtlosen  oder  gleichmäseig 
9.  Terschiedene  ■  Parallelkräfte 
Pi,  P«,  Pa  alle  na«h  einer  Rich- 
tung hin,  Bo  ist  der  Abstand  i 
der  Mittelkraft  von  Kante  ab: 

Pili  +  P»l.+P8la  +  --- 


I  li,    li,    Is    u,   8,   W.    < 
Hebelarme  der  Kräfte  in  Bez 
b  bezeichnet,  nnd  der  Abstand  y  der  Mittelkraft  v 
ad: 

Pi  L.  +  Pi  Li  +  P.  L.  +  •  .  . 
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worin  Li,  Ls,  Ls  •  •  •  die  Hebelarme  der  Kräfte  in  Bezug 
auf  Kante  ad  bezeichnet. 

Durch  eine  Parallele  im  Abstände  x  von  a  b  und  eine 
zweite  im  Abstände  y  von  a  d  ergibt  sich  im  Durchschnitts- 
punkte  m  der  Angriffspunkt  der  Mittelkraft. 

14.  Ist  G  das  Gewicht  eines  Körpers  und  pi,  pa,  ps  •  •  • 
das  Gewicht  seiner  einzelnen  Theile,  so  ist: 

pi  +  p2  +  p3  +  •  •  •  ==  G 

und  G  die  Mittelkraft  von  pi,  ps,  ps.     Den  Angriffspunkt 
nennt  man  den  Schwerpunkt  des  Körpers. 

15.  Der  Schwerpunkt  einer  geometrischen  Fläche  ist 
identisch  mit  dem  Schwerpunkte  einer  unendlich  dünnen 
Platte. 

16.  Jede  Fläche  oder  jeder  Körper,  der  im  Schwer- 
punkte unterstützt  ist,  befindet  sich  im  Gleichgewichts- 
zustände. 

Der  Schwerpunkt,  d.  h.  der  Angriffspunkt  der  Mittel- 
kraft G  wird  theoretisch  ermittelt  durch  Berechnung  des 
Abstandes  der  Mittelkraft  G  von  mehreren  Kanten  nach 
Satz  13. 


Figur  10. 


h  ¥ 


Figur  11. 


17.  Der  Schwerpunkt  sy metrischer  Flächen  und  Körper, 
Kreis,  Ellipse,  reguläres  Polypon,  Kegel,  Würfel  etc.  liegt 
im  Mittelpunkte. 

18.  Der  Abstand  des  Schwerpunktes  eines  A, 
Figur  10,  ist: 
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von  Seite  a  =  V»  i»» 


>> 


>> 


f* 


ff 


IL 


hl, 

e  =  V3I12. 


Auch  liegt,  Figur  11,  der  Schwerpunkt  im  Durch- 
schnittspunkte  der  die  Seiten  halbirenden  Transversalen 
t,  ti,  ta.    Sein  Abstand  ist: 

von  Eeke  A  =  Vs  t, 
„     '  „      B  =  Ys  ti, 

„  „         C  =  Vs  t2, 

19.  Der  Schwerpunkt  s  eines  Trapezes  wird  dureh 
folgende   Konstruktion    gefunden.     Man  halbire  AB  und 


DC  und  ziehe  EF.  Mache  BG  =  DC  und  HD  =  AB 
und  ziehe  G  H.  Der  Durchschnitt  mit  E  F  ist  der  Schwer- 
punkt.    Sein  Abstand  von  DC  ist: 


X  = 


DC  +  2AB      h^ 
AB  +  DC     '  3* 


20.  Den  Schwerpunkt  eines  Viereckes  findet  man 
durch  Konstruktion,  indem  man  dasselbe  in  zwei  A  55er- 
legt  AGB  und  CDA,  deren  Schwerpunkte  S,  und  S„ 
aufsucht,  die  N Linie  S,,  S„  zieht,  sodann  das  Viereck 
nochmals  in  zwei  A  A  B  C  D  und  A  B  D  zerlegt, 
wiederum  deren  Schwerpunkte  S,  und  S„  aufsucht  und  die 
Linie  s, ,  s„  zieht.    Der  Durchschnitt  beider  Linien  S, ,  S,, 


und  B     s     lat  der  Schwerpunkt     Durch  BechnuDg  findet 
sich  der  Schwerpunkt  nach  Satz  22 

21  Der  Schwerpunkt  eines  Fünfecks  findet  sich,  wenn 
man  ein  A  abschneidet  dessen  Schwerpunkt  nnd  den  des 
Hbng  bleibenden  Vierecks  anfancht  und  beide  verbindet 
—  sodann  em  «weites  Lj,  abschneidet  wiederum  dessen 
Schwerpunkt  nnd  den  dei  ubng  bleibenden  Vierecks  auf- 
8U  ht  und  beide  verbindet  Der  Durchschnitt  beider  Ver- 
bindungslinien ist  der  Schwerpunkt 

22  Der  Schwerpunkt  eines  PoljgJna  ergibt  sich  durch 
Fortsetzung  der  Konstruktion  ad  21  jedoch  wird  dieselbe 
sehr  weitläufig  Han  bestimmt  ihn  daher  besser  durch 
Kechnung  mit  Hilfe  in  ParallelkTlifte 

SlgB  IS. 


Man  zerlege  die  Figur  in  Dreiecke  Trapeze,  Kreise 
oder  dergleuhen  Figuren  deren  Schwerpunkte  sich  leicht 
flnd<<n  lassen  und  bestimme  die  Ab^tiinle. li,  In,  Im--- 
la  •  derselben  zu  Kante  X  X  und  ebenso  ihre  Abstfinde 
Li,  Lii,  Liii . . .  Ln  •  •  •  zu  Kante  Y  Y.  Bedeutet  F  den 
Fischeninhalt  des  Polygons,  so  hat  man  den  Schwerpunkts- 
abstand von  Kante  XX: 


x== 
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fl  ll  +  fn  ll  -|-  •  •  •  —  f  n  In  +  •  •  • 


F 

und  von  Kante  Y  Y: 

fi Li  +  fn Ln  +•••  —  fiiLii+»*» 

y—  p  ■  . 

Der  Durchschnittspunkt  der  mit  x  und  y  zu  den 
Xanten  gezogenen  Parallele  ist  der  Schwerpunkt  des 
Polygons. 

23.  üeber  die  Schwerpunktslage  anderer  Flachen  und 
Körper  vide  die  Tabellen. 

24.  Bezeichnet  bei  gleichförmig  beschleunigter  oder 
verzögerter  Bewegung: 

c  die  Anfangsgeschwindigkeit, 
V  die  Endgeschwindigkeit, 
s  den  Weg, 
t  die  Zeit, 

p  die  in  der  Sekunde   eintretende   Beschleunigung 
oder  Verzögerung, 

so  ist :  -U  V*  X  c' 


s 


2p 
pt' 


8  =  Ct  ±  , 

V  +  C    . 

V  =  c  +  p  t, 

V  =  ■/"+  2  p  s  +  c*. 

Die    oberen    Zeichen    gelten    für   beschleunigte,    die 
unteren  für  verzögerte  Bewegung. 
Beim  freien  Fall  der  Körper  ist: 

p  =  9,8088  Meter, 
s  =  der  Fallhöhe  h. 


Tabelle 
r  PallhÖhen  und  Endgef 


Eüd-    ■     V.II- 

tuJ- 

F^ll- 

K^.l 

Küll- 

Eu,l- 

F.U- 

gMchw.   ii;,i,8 

gi^^l'llW 

linljf 

g.;oh«-. 

höho 

BefdLW. 

Ii6he 

K.t.r.      MsliT, 

MeLr. 

H«V 

MttM. 

mL. 

Meür. 

Hei«. 

0,1    lÜ.OÜÜSl 

1,9 

0,1840 

.<i.7 

0,698 

7,5 

2.867 

0,2 

0.0020.! 

2,0 

0,2039 

3.8 

0.736 

8.0 

3.262 

0,3 

0.00469 

2,1 

0,2248 

3,9 

0.775 

8,6 

0,4 

0,00815 

2,2 

0.2467 

4,0 

0,815 

9,0 

4,128 

0,5 

0,01274 

2,3 

0,2696 

4.1 

0,857 

9.5 

4,600 

0,6 

0.01835 

2,4 

0,3936 

4,2 

0,899 

10,0 

5,097 

0,7 

0,02497 

2.5 

0,3186 

4,3 

0,942 

10,5 

5.61» 

0,8 

0,03362 

2,6 

0,3445 

4,4 

0,987 

11,0 

6,167 

0,9 

0,04128 

2.7 

0.3716 

4,5 

1,032 

11,5 

6,741 

1,0 

0,05097 

2,8 

0.3996 

4,6 

1.078 

12,0 

1,1 

0,06167 

2,9 

0,4286 

4,7 

1,126 

12,5 

7,964- 

1,2 

0,07339 

3.0 

0,4587 

4,8 

1,174 

13,0 

8.614 

1,3 

0,08614 

3.1 

0,4898 

4,9 

1,224 

13,5 

9.289 

!,■* 

0.09990 

3,2 

0,5210 

5.0 

1,274 

14,0 

9,990 

1.5    0.11468 

3,3 

0,5550 

5,5 

1,642 

14,6 

10,716 

1.6    0,13048 

3.4 

0,5892 

6,0 

1,835 

16,0 

11,468 

1.7    :0. 14730 

8,5 

0.6244 

6,5 

2,153 

16,0 

13,048 

1,8 

0,16614 

3.6 

0,6606 

7,0 

2.497 

17,0 

14,730 

rs  Punttea  auf  dem 


die  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers,  d.  h,  die 
BogenläDge,  die  ein  Punkt  im  Abstände  =  1 
von  der  Ate  in  der  Sekunde  durchläuft  .     .     a, 

die  Anzahl  der  Umdrehungen  oder  Touren  pr.  Min.    n. 
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Bezeichnet   z   den  Abstand   eines   gewissen   Punktes 
von  der  Axe,  so  ist: 


g  = 


z^r  n 


uz. 


26.  Die  mechanische  Arbeit  L  einer  Ej-aft  P  ist  das  Pro- 
dukt aus  P  und  dem  Wege  s,  den  der  Angriffspunkt  der 
Bjraft  auf  der  Kraftrichtung  abgelaufen  hat  —  also : 

L  =  Ps. 

27.  Der  natürliche  Weg  des  Angriffspunktes  a  einer 
Kraft  P  ist  die  Kraftrichtung  x  x  selbst. 

Aus  derselben  kann  er  indessen  durch  Führungen  oder 
andere  Kräfte  abgelenkt  werden  und  eine  gewisse  Bahn  b 
durchlaufen. 

Fignr  14. 


X 


Hiebei  findet  stets  eine  parallele  Verschiebung  der 
Kraftlinie  xx  nach  x,  x,  statt  und  es  ist  der  Weg  der 
Kraft  P: 

=  s,  =  s  =  Projektion  von  b  auf  x  x. 


7^ 
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28.  Für  eine  gerade  Linie  und  für  ein  kleines  als 
erstere  zu  betrachtendes  Bahnelement  o,  dessen  Tangente 
mit  der  Kraftlinie  den  ^  «  einschliesst,  ist  der  Weg  der 

Kraft:  „       ^««„  « 

s  =  flr  COS.  «. 

29.  Die  gerade  Verbindungslinie  w  zwischen  zwei 
Orten  a  und  a,  des  Angrüfspuiiktes  auf  der  Bahn  b  sei 

der   effektive    Weg    des    Angriffs- 
Figur  16.  punktes  genannt  und  sein  Neigungs  <iZ 
y  gegen  x  i  sei  ==^  « ,    so  ist   der  Weg 
/der  Kraft: 


a 


S  =  W  COS.  « 


Figur  17. 


und  die  Arbeit  mit  der  sieh  die  Kraft 
P  bei  der  Bewegung  auf  der  Bahn- 
strecke b  betheiligt  hat: 

L  =  P  s  =  P  w  COS.  «. 

30.   Ein    Komplex     von     Kräften 

P,,  P,,,'  P,;,   u.   s.  w.,    die  sich  das 

Oleichgewicht   halten,  lässt  sich  durch  eine  unendlich 

kleine  Kraft  P  um  einen  unendlich  kleinen  Weg  a  ver- 

sehieben  oder  drehen. 

Die  hiebei  geleistete  Ai^ 
beit  ist: 

L  =  Fs  =  Null. 

Bei  dieser  kleinen  Ver- 
schiebung beschreiben  aber 
die  Angriffspunkte  der  Kräfte 
P,,  P„,  P,„  u.  s.  w.  die 
effektiven  Wege  a,,  (r,„  a,„ 
u.  s.  w.  Diese  auf  die  Kraft- 
linien projecirt,  geben  die 
Wege  der  Kräfte: 

^n    ^tff   ^fn   ^'    ^*   ^* » 


die  bei  der  Veischiebung  geleistete  Arbeit  ist  daher  auch: 
L  =  NnU  =  P,  8,  +  P„  3„  +  P„,  s,„  +  •  •  -, 

d.  h.: 

Bei  einer  kleinen  willkfirlichen  Verschie- 
bung eines  im  öleicligewichtszustande 
bcfindliehenEräftekomplexes  ist  die  Arbeit 
aller  Kräfte  zusammen  =  Null. 

n  Körper  die  Beschleuni- 


djejenige  Kraft,  welche  demselben  Körper  eine  Beschleani- 
«""S-  -Em. 

ertheilen  würde. 

Man  hat  diese  Kraft  M  mit  dem  Namen: 
„Masse" 
bezeichnet  und  hat  auch,  wenn  6  das  Gewicht  des  Körpers 
und  g  =  9,8088  Meter  die  Beschleunigung  der  Schwerkraft 
bedeutet :  -, 


32.  Ein  mit  einer  gewissen  Geschvrindigkeit  Tg 
geradlinig  sich  bewegender  Körper  besitzt  ein  gewisses 
Arbeitsvermögen. 

Vermindert  sich  vo,  so  verliert  er  an  Arbeits- 
rermögen,  vergrössert  sich  to,  so  gewinnt  er  daran. 

Im  ersten  Falle  gibt  er  Arbeit  aus  —  er  verrichtet 
Arbeit  —  im  zweiten  Falle  nimmt  er  Arbeit  auf  —  ea 
wird  an  ihm  Arbeit  verrichtet. 

Bedeutet  c  die  Anfangsgeschwindigkeit,  v  die  End- 
geschwindigkeit, so  ist  diese  Arbeitsaufnahme  oder  Arbeits- 


-^ 
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ausgäbe    w&hrend    der    Gesehwindigkeitsveränderung   von 


c  in  v:  ^ 

L=  f  (v'-c*). 

Das  Produkt:  ^ 

nennt  man  die  lebendige  Kraft  des  bewegten  Körpers, 

38.  Bei  einem  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  w  sieh 
um  eine  Axe  drehenden  Körper  legen  die  einzelnen  Massen- 
theile  mi ,  m2 ,  ms  •  •  •  die  Wege  wzi,  wzs,  wzs  •  •  * 
zurück,  wenn  zi,  Z2,  zs  die  Axenabstände  von  mi,  ms,  ms 
bezeichnet. 

Die  lebendige  Kraft  der  einzelnen  Massentheile  ist 
daher :  ^  ^ 

-^(wzi)2;     -^-(wzj)* 

u.  8.  w.    Durch  Summation  ergibt  sich  die  lebendige  Kraft 
des  ganzen  rotirenden  Körpers: 

w^ 
L  =-H-  (mi  zi^  +  m2  Z2*  +  m«  Z8*  +  •  •  •)• 

Die  Klammergrösse  nennt  man  das  Trägheitsmoment 
des  rotirenden  Körpers  und  bezeichnet  es  gewöhnlich  mit  T. 

Für  eine  Stange  2  a  lang,  drehend  um  eine  durch  den 
Schwerpunkt  gehende  Axe,  ist: 

T  =  V3Ma«. 

Für  einen  Kreis,  um  den  Durchmesser  2  r  rotirend,  ist : 

T  =  V*  M  r*. 

Für  einen  Kreis,  der  sich  in  seiner  Ebene  um  den 
Mittelpunkt  dreht,  ist: 

T^V^Mr». 
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Für  eine  Kugel,  um  den  Durchmesser  rotircnd,  ist: 

Für  einen  Cylinder: 

T=V«Mr2. 

Für  einen  Kegel: 

T  =  »/lo  M  r«. 
Für  einen  abgekürzten  Kegel: 


T  =  Vio  M 


R^ 


Figur  18. 

ly 


Sb 


ß 


R«  — r»' 
Für  ein  Rechteek  drehend: 
um  x;  T  =  V8Mb2, 

um  y;  T  =  VsMaS 

um  s;  T  =  M ~ 


Für  ein  Parallelepipedon ,  drehend  eine  Schweraxe  || 
zu  den  Kanten  2b: 

Ol  Q 

Figur  19.  T  =  M^    T^    . 


Für   einen   ^m%,    drehend   um    eine   zu 
seiner  Ebene  normale  Axe,  bei: 

quadratischen  Profil  T  =  M  ( r*  +  — - 


-tJ 


A 
I 


(^1 


elliptischen 


>» 


T  =  M  (r*  +  7*  a*). 


Für  einen  Kugelabschnitt  von  der  Höhe  h, 
der  sich  um  den  Kugeldurchmesser  2  r  dreht: 


T^VsMh    r-7iah  +  V9o 


r— Vsh 
19' 
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34.  Die  Centrifugalkraft  tritt  auf,  wenn  ein  Körper  eine 
bogenförmige  Bahn  durchläuft.  Sie  äussert  sich  in  dem 
Bestreben  des  Ersteren,  sich  von  dem  Mittelpunkte,  aus 
dem  die  bogenförmige  Bahn  besclirieben  ist,  zu  entfernen. 

Bedeutet : 

G  das  Gewicht  des  Körpers, 

g   die  Beschleunigung  der  Schwerkraft, 

M  die  Masse  des  Körpers, 

r   den  Krümmungshalbmesser, der  Bahn, 

V  die  Geschwindigkeit  des  Körpers, 

P  die  Centrifugalkraft, 

so  ist :  a       v2  v2  V*  G 

P==— .-^  =  M-^  =  0,102 


g        r  2  '  2 

Kilogramm. 

35.    Man  unterscheidet  beim  Stosse: 

a.  den  centrischen  Stoss, 

b.  den  excentrischen  Stoss, 

c.  den  vollkommen  unelastischen, 

d.  den  vollkommen  elastischen, 

e.  den  unvollkommen  elastischen  Stoss. 

Der  excentrische  Stoss  lässt  sich  durch  Kräftezerlegung" 
auf  den  centrischen  zurückführen.  Letzterer  ündet  statt, 
wenn  die  im  Stosspunkte  auf  der  gemeinschaftlichen  Be- 
rührungsebene errichtete  Normale  parallel  mit  der  Bewegungs- 
richtung der  Schwerpunkte  beider  Körper  ist  und  durch 
beide  Schwerpunkte  geht.  Nach  vollendetem  Stosse  ändern 
die  Körper  ihre  bisherige  Geschwindigkeit. 

Beim  Stosse  vollkommen  unelastischer  Körper  findet 
ausserdem  ein  Arbeitsverlust  statt. 

Bezeichnet : 

Ml  und  Ma  die  Masse  der  Körper, 

Vi  und  Va  ihre  gleichgerichteten  Geschwindigkeiten 

vor  dem  Stosse, 
ci  und  C8  dieselben  nach  dem  Stosse, 


i 
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so  ist: 

Beim  vollkommen  unelastischen  Stosse: 

Ml  Vi  +  M2  V2 

Ci  =  €2  = — — '—— 

Ml  +  M2 
und  der  Arbeitsverlnst: 

^   M1  +  M2    ^         '^  • 

Beim  vollkommen  elastischen  Stosse: 

(Ml  —  M2)  Vi  +  2  M2  V2 


Cl  = 


C2 


Ml  +M2 
(M2  —  Ml)  V2  +  2  Ml  Vi 


M1  +  M2 

Für  V2  =  0  ist  hiemach: 

Ml  —  M2      ,^ 

Vi, 

Vi. 

Ml  -\-  M2 

Für  Ml 


KJl  =—^ 

M1  +  M2 

C2  

2  Ml 

Ml  +  M2 

Mo 

ist: 

Gl  —  V2, 
C2  Vi. 

Beim  unvollkommen  elastischen  Stosse: 

Ml  Vi  +  M2  V2  —  M2  (Vi  —  V2)  1/ ,1^ 

Ml  +  M2 
Ml  Vi  +  M2  Va  -f  Ml  (Vi  —  V2)  1/-^- 


C2  = 

M1  +  M2 
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Hierin  ist  hi  die  Höhe,  auf  welche  der  Körper  zurück- 
prallen würde,  wenn  es  aus  der  Höhe  h  herabfallen  würde. 

Für  Elfenbein  ist: 


VI 


h 
Für  Stahl  und  Kork: 

h 


«/9. 


V 


h.—"'- 


36.  Die  Reibung  ist  unabhängig  von  der  Grösse  der 
Berührangsflächen  —  abhängig  dagegen  von  der  Rauheit 
derselben  und  dem  Normaldrucke. 

Unter  Letzterem  versteht  man  den  Druck  lothrecht 
zur  Berührungsfläche,  durch  den  die  reibenden  Flächen  an 
einander  gepresst  werden. 

Um  die  Rauheit  der  Oberflächen  zu  mildem,  wendet 
man  Schmiermittel  an. 

Man  unterscheidet: 

1.  die  gleitende  Reibung, 

2.  die  Zapfenreibung, 

3.  die  rollende  Reibung, 

4.  die  Seil-  oder  Kettenreibung. 

37.  Bedeutet  f  den  Koeffizienten  der  gleitenden 
Reibung,  N  den  Normaldruck  und  R  die  Betriebskraft 
zur  Ueberwindung  dieser  Reibung,  so  ist: 

R  =  fN. 

Gleitet  ein  Körper  auf  einer  um  «  Grad  geneigten 
Bahn  herab,  so  ist: 

N  =  G  COS.  «, 

wenn  G  das  Gewicht  des  Körpers  bedeutet  und  daher: 

R  =  f  G  COS.  «. 


Bei  emem  gewisaen  Neigungswinkel  der  Bshn  b&lt 
die  BeiliDii^  Aar  Körper  aaf  derselben  fest.  Dieser  Winkel 
hoiattt  der  Eoibnngs-  oder  Buhewinkel.  Bezeichnet  man 
ihn  »it  e,  ,0  ist:         t,„g.,,_t 

Für  eine  horizontale  Bahn  ist  n  ^  0,  daher  cos.  k  ^=  t 


Die   nauhMgende  Tabelle   gibt  die  Werthe   i 
Koeffizienten  för  die  gleitende  Beibu 


LBg. 

Z»tnd 

BeÜHDÜe  Siifti. 

dar 

d» 

•,-  ti* 

Faun. 

OlHirUih«!. 

*rr{ 

Gasaeisen 

auf  Qii39eisen  oder 

wenig  fettig 

0.16 

0,15 

Bronze 

mit  Wasser 

0,31 

=  auf  Eiche 

päräliel 

trocken 
trockene  Seite 

0,49 
0,19 

gchniiedeeiaen  . 

trocken 

0.44 

Bronze     .  

trocken 

0,19 

0,18 

=  auf  Eiche | 

pwaliel 

mit  Waaaer 
mit  Talg 

0,66 
0,11 

0.26 
0,08 

Bronze  auf  Bronze.  . 

trocken 

0,20 

=  auf  Gu88cisen  .  .  . 

trocken 

0,21 

etwas  fettig 

Ü,1Ö 

Messing  auf  Eiche.  . 

parallel 

trocken 

0,63 

trocken 

0,62 

0.4S 

Eiche  auf  Eiche  .  .  .  .i 

gekreuzt 

trockene  Seife 
trocken 

0,44 
0,54 

0,16 
0,34 

mit  Wasser 

0,71 

0,25 

Bi«henliirnhüli  auf  Eiche 

parallel 

trocken 

0,43 

0,19 
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38.  Bedeutet  N  den  Nonnaldruck  eines  horizontal 
liegenden  Zapfens  gegen  seine  Lagerschale,  f  den  Koeffi- 
zienten der  Zapfenreihung,  r  den  Zapfenhalbmesser,  so  ist 
das  Moment  zur  Ueberwindung  der  Zapfenreibung: 

Mp  =  fNr 

und  die   hierzu  nöthige  Kraft  p  an  einem  Hebelarm  =  n 
wirkend:' 

p  =  fN— . 
n 

Der  Normaldruck  N  ist  =  die  Mittelkraft  aus  sämmt- 
lichen  auf  den  Zapfen  wirkenden  Kräften,  p  mit  einge- 
schlossen. 

Die  nachfolgende  Tabelle  gibt   die  Werthe  von  f  an. 
Koeffizienten  für  die  Zapfenreibung. 


Reibende  Körper. 


Zustand 

der 

Oberflächen. 


Beibnngskoeffizient, 

wenn  die  Schmiere 

ernenert  wird: 

auf 


gew.  Art. 


Gu  SS  eisen  auf  Gusseisen  | 
=  auf  Bronze / 

=  auf  Pockholz / 

Schmiedeeisen  auf  Guss- 
eisen   

=  auf  Bronze / 

=  auf  Pockholz / 


nnnnter- 
brochen. 


geschmiert 
fettig 

geschmiert 
fettig 

geschmiert 
fettig 

geschmiert 

geschmiert 

wenig  fettig 

geschmiert 

fettig 


0,08 
0,14 
0,08 
0,16 

0,10 

0,08 
0,08 
0,26 
0,11 
0,19 


0,054 
0,054 
0,09 


0,054 
0,054 
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39.  Dia  Spurzapfenreibnng  ist  eine  Art.  yloitcnder 
Beibung. 

Bezeichnet  Mp  das  zu  ihrer  Ueberwindimg  nöthige 
KxaftmomeDt,  p  die  Kraft  selbst  und  ri  iliTr.-n  Uebelanh. 
sowie  G  daa  Gewicht  der  stehenden  Welle  riebst  Btkstung, 
so  bat  man  für  die  nachfolgenden  Zapfenfornicii  ^ 


p  =  V» 
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Gf    fl^  —  TI^' 


Gf 


r*r' 


sin.  a 
sin.  a 


+  10 
+  10» 


■)1 


Figur  22. 


Figar  ^. 


TT 


C-2y ^ 


M^p  =  f  — Gr, 

p=f-_G  — 
2        n 


Figur  23. 


40.  Bei  der  wälzenden  oder  rollenden 
Beibung  greiffc  die  zur  Ueberwindung  nöthige 
Kraft; ,  entweder  in  einem  beliebigen  Punkte 
wie  p,  oder  sie  greiffc  wie  pi  im  Mttelpunlcte 

der  rollenden  Walze  oder  an  deren  ünLfang,  wie  p»,  an. 

Bezeichnet  N  den  Normaldruck,   f  den  Koeffizienten  der 

rollenden  Eeibung,  so  ist: 

Figur  24. 


p 

—  f 

N 
r' 

Pl 

—  f 

N 
r' 

p» 

—  f 

N 
2r* 

Für  Pockholz  auf  Eichen  ist f  =  0,047, 

Ulme  auf  Eichen  ist f^^  0,081, 

Gusseisen  auf  Gusseisen  ist     ...  f  =  0,047, 

Gusseisen  auf  Eisenschienen     .     .     .  f  =  0,052. 

Für  Fuhrwerke  gilt  die  nachfolgende  Tabelle. 


»» 


»» 


»» 
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Koeffizienten  für  die  Reibungswiderstände  der 
Bewegung  für  Fuhrwerke. 

Das  Yerhältniss  des  horizontalen  Zuges  auf  horizon- 
taler Bahn  zur  Last  beträgt  ca.: 

auf  schlechten  Wegen,  in  lockerm  Sande  oder 
auf  einer  lockern  4—5  Zoll  (100—130 

Millim.)  hohen  Kiesschicht      ....    V^o  ^is  ^/s 

auf  kothiger,  aufgerissener  Chaussee  .     .    V20   „  V^« 

auf  guter  Chaussee »    V^o  „  Vs» 

auf  gewöhnlichem  Pflaster \    ^Im  „  ^/bo 

auf  sehr  gutem  Pflaster \'6o  „  V«» 

auf  Eisenbahnen  bei  massiger  Fahrgeschwindig- 
keit ca 7*00 

bei  grosser  Fahrgeschwindigkeit  ca Vi«® 

Die  vorstehenden  Angaben  setzen  einen  mittleren  Rad- 
durchmesser von  4  Fuss  (1,25  Meter)  und  eine  Reifenbreite 
von  4—47«  Zoll  (100—120  Millim.)  voraus. 

Der  Widerstand  von  Fuhrwerken  ist  nahezu  dem  Rad- 
durchmesser umgekehrt  proportional. 

Auf  Wegen  mit  einer  Steigung  —  nimmt  die  Zugkraft 

n 

um  —  der  Last  zu  oder  ab. 
n 

41.  Die  Seilreibung  tritt  auf,  wenn  ein  Seil  eine  gewisse 
Last  Q  trägt  und  ganz  oder  theilweise  um  einen  walzen- 
förmigen Körper  geschlungen  ist. 

Durch  die  Seilreibung  wird  die  zum  Heraufziehen  der 
Last  Q  erforderliche  Kraft  vergrössert  und  andererseits  die 
Kraft,  mit  der  Q  hinabgleitet,  vermindert. 

Bezeichnet  f  den  Reibungskoöffizienten ,  P  die  Kraft 
zum  Heraufziehen,  Pi  die  des  Herabgleiten,  so  ist  für  die 
nachstehenden  Fälle: 
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P=Qll  +  2fsin. 

Pi==Q(l_2f8in. 


a 


2l' 

a 

~2 


Figur  25. 


Figur  25. 


9i 


Q 


Für  ein  Polygon  mit  dem  Kantenwinkel  «,  wenn  das 
Seil  n  Seiten  desselben  deckt: 


H-2fsin 


^  \    Fi 


2  f  sin.  -^  I    Q. 


Figur  26. 


Für  eine  Walze,  die  auf  eine 
^^  Bogenlänge  =  A  von  dem    Seile 
gedeckt  ist: 

P  =  2,71828fAQ, 

Q  =  2,71828- fAp. 

Für  Hanfseile  und  Holzzylinder 
kann  man  f  =  Vs  annehmen  und 
hat  daher  bei  einer  Deckung  des 
Seiles  von: 


Q 


'/i  des  Walzenumfanges 


m  vollen  Umschlag 
i  Valien  Umschlägen 


P  =  1,69  Q, 
P  =  2,85  Q, 
P  =  8,12Q, 
P  =  65,94  Q, 

p  =  4348,56  Q. 


Die  vorigen  Formeln  gelten  auch  fär  Ketten,  die  aus 
Bingen  konstroirt  sind,  und  für  Gliederkette  d,  sofern  man 
den  Winkel  a  ans  der  Oliedlänge  1  nnd  dem  Walzenhalb- 
messer  r  bestimmt. 


1  die  Anzahl  der  aufliegenden  Ketten- 


P.= 


--^-    Q- 


43  Die  Steifigkeit  der  Seile  und 
Ketten  Wassert  sich  dadurch,  dass  sich 
im  Lastende  das  Seil  niclit  fiai.li  auf 
die  Bolle  auflegt,  sondern  um  em  Stück 
e  daion  absteht 

Hierdurch  wird  der  Hebelarm  der 
Last  und  daher  ihr  Moment  ^ergro^sert 

DiP  Kraft  zur  Ueber Windung  der 
Seilst^iflgkeit  ist. 


l*."" 


^ 
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Ffir  ein  Seil  vom  Durchmesser  d  ist: 

d« 


Q  = 


2  • 


Für  eine  sich  zugleich  auf-  und  abwickelnde  Kette  ist : 

e  =  f<f. 

Für  eine  sich  blos  abwickelnde  Kette: 

worin  ^  den   Durchmesser   der   Kettenbolzen   und  f   den 
Koeffizienten  der  Zapfenreibung  bezeichnet. 


Ejdranlik. 


^ 
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Figur. 


Lehrsfttz. 


1.  Bei  eingeschlossenen  flüssigen  Mas- 
sen ist,  wenn  das  Eigengewicht  der  Masse 
unberücksichtigt  bleibt,  der  normale  Wand- 
druck pro  Quadrateinheit  eben  so  gross  und 
von  gleicher  Art,  wie  derjenige  Druck  pi, 
welcher  auf  die  Quadrateinheit  der  An- 
griiFsfläche  f  ausgeübt  wurde. 


'/• 


2.  Der  normale  Wanddruck  auf  ganze 
Flächen  F2  und  Fs  verhält  sich,  wie  der 
Quadratinhalt  der  Flächen  selbst: 

P2 :  Ps  =  F2 :  Fs. 


3.  Der  normale  Wanddruck  einer  flüs- 
sigen  Masse  unter  alleiniger  Einwirkung 
ihres  Eigengewichtes,  auf  einem  materiellen 
Punkte  (kleine  Fläche  </),  ist  gleich  dem 
Gewichte  einer  Flüssigkeitssäule,  die  zur 
Basis  den  materiellen  Punkt,  und  zur 
Höhe  den  Niveauabstand  desselben  hat: 


^2  =  (f\l 


•/. 


4.  Der  Druck  auf  eine  ganze  beliebig 
geformte  und  beliebig  liegende  Fläche  ist 
dabei : 


P  =  y  (</)  h  +  (/),  h, 


•  •  • 


). 
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Fi^r. 


Lehrsfttz. 


L 


5.  Der  auf  den  materiellen  Punkt 
(kleine  Fläche  (p)  stattfindende,  von  der 
Schwerkraft  und  einer  fremden  Kraft 
zugleich  herrührende,  normale  Wanddruek 
ist  =  dem  Gewichte  einer  Flüssigkeits- 
säule, die  zur  Basis  den  materiellen  Punkt 
und  zur  Höhe  den  Niveauabstand  desselben 
hat  Ji  dem  von  der  fremden  Kraft  (=  p) 
pro  Quadrateinheit  ausgehenden  Drucke, 

d   h  • 
•     •  •  po  =  y  y  ho  +  y)  p, 

wobei  das  obere  Zeichen  giltig  ist,  wenn 
p  drückend,  und  das  untere,  wenn  p 
ziehend  wirkt. 

6.  D«r  normale  Wanddruck  P  auf  eine 
beliebig  geformte  und  beliebig  liegende 
Wandfläche  F  ist: 

P  =  -2:y/ho±Fp. 

Für  eine  ebene  Fläche  ist: 

P  =  Fhr±Fp, 

worin  h  den  Niveauabstand  des  Schwer- 
punktes bedeutet. 

7.  Der  normale  Wanddruck  einer 
flüssigen  Masse  gegen  eine  ebene  vertikale 
Fläche  F,  ist  =  ihrem  Horizontaldrucke 
und  ==  dem  Gewichte  einer  Flüssigkeits- 
säule, welche  zur  Basis  die  Fläche  F,  und 
zur  Höhe  den  Niveauabstand  h  des  Flächen- 
schwerpunktes hat  i  dem  von  einer  äusscr- 


20 


per  p= 


.  =  F,hy±F,p. 
0  iat  der  Normaldruck: 
P,  =  P,  h  y. 


8.  Der  Mittelpunkt  des  Druckes,  d.  h. 
der  Angriffspunkt  von  P,  liegt  tiefer  als 
der  Schwerpunkt.    Sein  Niveauabstand  iat: 

;-  Trägheits-M.  v.  F,± p  Stat.-M.  t.  F, 
^~  yStat.-M.  ¥onF,±p'P, 

Piir  p  ^  0  ist  der  Niveaaabstand  des 
MittelpDnktes  des  Druckes: 

_  TrSgheitB-Mom.  von  F, 


Stat.-Mom.  ■ 
9.   Der  normale  Wanddrnck  auf  den 
materiellen  Punkt  (kleine  Fläche  <p)  zer- 
legt sich  in  einen  Horizontaldruck: 

ph  =  V3'hosin.«±vpHin.« 
und  in  einen  Vertikaldruck: 

p,=.,f  j-hocos.  «  +  ^pcos. «, 
Torin  ho  den  Niveauabstand  des  materielleB 
Punktes  und  «  den  Neigungs  -fü  seiner 
kleinen  Fläche  <p  gegen  den  Horizont 
bedentet.  Der  Vertikaldruck  pr  kann  so- 
wohl abwärts,  wie  aufwärts  gerichtet  sein. 
Im  letzten  Falle  heiast  er  Anftrieb. 


mi 


Vigm. 


Lehrvftts. 


Niyesn 


10.  Der  Horizontaldruck  P,  auf  einet 
beliebig  geformten  und  beliebig  liegenden 
Wandfläcfae  F  in  irgend  einer  Bichtung  xx 
ist  ==  dem  Drucke  auf  ihrer  Vertikal- 
projektion P,  in  Richtung  xx. 

Bedeutet   h    den    Niveauabstand    des 
Schwerpunktes  von   F,   und  p  den  etwa 
vorhandenen   von   fremden  Kräften  her- 
rührenden Druck  pro  Q  Einheit,  so  ist 
P,  =  F,hr±pF,. 

11.  Der  Vertikaldruck  einer  flüssigen 
Masse  auf  eine  beliebig  geformte  und 
beliebig  liegende  Wandfläche  ist  gleich 
dem  Gewichte  einer  darüber  stehenden, 
bis  ins  Niveau  reichenden  Flüssigkeits- 
Säule  +  dem  auf  der  *Wandfläche  etwa 
lastenden  fremden  Drucke  oder 

P  =  /  •  Körper  A. 
Bei  den  nach  dem  Innern  der  Flüssig- 
keit geneigten  Wandflächen  geht  der 
Vertikaldruck  von  unten  nach  oben, 
und  ist  hier  Auftrieb  =  —  P.  Bei  den 
auswärts  geneigten  Flächen  geht  P  ab- 
wärts und  ist  hier  Niederdruck  =  -f-  P. 

20* 
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Figur. 


Lehrgfttx. 


12.  Bei  einer  mehrfach  gekrümmten 
Fläche  ist  der  resultirende  VertikaMraek 
entweder  +  P  oder  —  P,  d.  h.  entweder 
Niederdruck  oder  Auftrieb. 

13.  Der  Auftrieb  gegen  einen  schwim- 
menden Körper  ist  =  dem  Gewichte  des 
durch  den  Körper  verdrängten  Wassers. 

14.  Der  Auftrieb  hat  seinen  Angrifls- 
puhkt  im  Schwerpunkte  der  verdrängten 
Wassermasse. 

15.  Wird  ein  schwimmender  Körper 
aus  der  Gleichgewichtslage  gebracht,  so 
wird  die  Axe  ab  von  dem  Eigengewicht 
g  des  Körpers  und  von  dem  Auftriebe  A 
in  2  verschiedenen  Punkten  s  und  m  er- 
griffen. Beide  Kräfte  bilden  einen  Dreh- 
zwilling (Kräftepaar)  und  drehen  daher 
die  in  eine  schiefe  Lage  gebrachte  Aie 
ab  weiter. 

Liegt  m,  das  sogen.  Metacentrum,  über 
^em  Schwerpunkt  s,  so  erfolgt  die  Drehung 
in  der  Figur  1  von  rechts  nach  linb 
und  der  Körper  kommt  wieder  in  die 
Gleichgewichtslage. 

Er  schwimmt  mit  Stabilität  und  es 
wird  dieselbe  um  so  grösser  —  je  grösser 
der  Abstand  s  m  des  Metacentrums  vom 
Schwerpunkte  ist. 

Fällt  das  Metacentrum  m  Fig.  2  unter 
den  Schwerpunkt  s,  so  dreht  das  Kräfte- 
paar A  g  die  Axe  a  b  nach  links  und  der 
schwimmende  Körper  kantet  um. 
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Lehrsatz. 


16.  Ist  G  das  Gewicht  eines  unter  Wasser  getauchten 
Kötpers,  P  der  Auftrieb,  /  das  Eigengewicht  des  Wassers  y, 
jenes  des  Körpei-s,  so  ist 

•       r  -  P' 

und  das  specifische.  Gewicht  des  Körpers 

absolutes  Gewicht 


E 


Gewichtsverlust  im  Wasser* 

17.  In  kommunicirenden  Röhren  verhalten  sieh  die 
Höhen  verschiedener  Flüssigkeiten  umgekehrt  wie  die 
gpecifisehen  Gewichte. 

18.  Zur  Bestimmung  der  Wanddicke  von  Röhren  dient 
die  folgende  Tabelle.    Darin  bedeutet 

<y  die  Wanddicke, 

d  den  inneren  Durchmesser, 

n  den  Wanddruck  in  Atmosphären. 

Hateriftl.  Rohrstärke  cJ  in  Centimetem. 


Eisenblech  .... 

. .  — , . . 

(J  —  0,00086  nd  +  0,30. 

Gusseisen    .... 

cT  —  0,00238  nd  +  0,85. 

Kupfer 

^  —  0,00148  nd  rh  0,40. 

Blei 

<y  —  0,00242  nd  +  0,50. 

Zink 

c^  —  0,00507  nd  +  0,40. 

Holz 

cy  —  0,03230  nd  +  2,70. 

natürliche  Steine 

c^  —  0,03690  nd  +  3,00. 

künstliche  Steine 

cT  —  0,05380  nd  +  4,00. 

Wasser  und  Gasleitungsröhren  wurde  mit  10  Atmo- 
sphären Druck  geprüft,  und  hat  man  daher  hier  n  =  10 
zu  setzen. 


1 
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Figur. 


Lebnati. 


19.  Lastet  auf  einer  Flüssigkeit  ein 
fremder  nicht  von  ihrem  Eigengewicht 
herrührender  Druck  p  pra  D  Einheit,  und 
ist  y  das  Eigengewicht  der  Flüssigkeit, 

so  ist  -     die  hydrostatische  Druck- 

höhe  von  p,  d.  h.  der  Druck  p  kann  durch 

eine  Plüssigkeitssäule   von  der  Hohe 

ersetzt  werden. 

20.  Der  Wanddruck  des  fliessendea 
Wassers  ist  kleiner  als  der  des  still- 
stehenden. Man  nennt  den  Letztem  den 
hydrostatischen,  den  Erstem  den 
hydraulischen  Druck. 

21.  Bezeichnet  hs  den  Höhen -Ab- 
stand zweier  Profile  a  h  und  cd;  v,  die 
Geschwindigkeit  im  Profil  c  d;  v*  jene  im 
Profil  ah,  und  p  den  Druck  pro  G  Ein- 
heit über  Profil  cd,  so  ist  die  hydrau- 
lische Druckhöhe  in  dem  Punkt  a  und  b. 


2  g. 


VS  V 

Man  nennt-       und  -~  dieGeschwin- 
2g  2g 

digkeitshöhen  zu  den  Geschwindigkeiten 

vt  und  v^,   und   kann   daher  behaupten, 

dass  die  hydraulische  Dmckhöhe  Ton 

irgend  einer  Stelle  der  Wandung  gleich 


J 
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Figur. 


Lehnatz. 


ist  der  hydrostatisclien  Drackhöhe  — +  h«, 

vermindert  um  die  Differenz  der  öe- 
schwindigkeitshöhen  das  Wasser  an  dieser 
und  an  der  Eintrittsstelle. 

22.  Beim  Ausfluss  des  Wassers  treten 
verschiedene  Bewegungshindernisse ,  wie 
Eeihung,  Kontraktion  etc.  ein.  Man  nennt 
die  Ausflussgeschwindigkeit,  welche  ohne 
jene  Hindernisse  vorhanden  sein  müsste, 
die  theoretische  Ausflussgeschwin- 
digkeit im  Gegensätze  zur  wahren. 
Bezeichnet  h^  den  Niveauabstand  einer 
kleinen  Ausflussoffnung,  p  den  von  äusser- 
lichen  Kräften  etwa  heirtihrenden  Druck 
pro  D  Einheit,  c  die  Geschwindigkeit  des 
zufliesaenden  Wassers,  so  ist  die  theore- 
tische Ausflussgeschwindigkeit: 


vt 


-V 


2g(l«o  + 


P 

r 


±S- 


2g 
Für  p  und  e  =  o  ist 

Ve  =  y2gho, 

d.  h.  die  Ausflussgeschwindigkeit  vt  ist 
ebenso  gross,  als  wenn  das  Wasser  aus 
der  Höhe  ho  herabgefallen  wäre.  Diese 
Höhe,  die  also  die  Geschwindigkeit  vt  er- 
zeugt, nennt  man  die  Geschwindig- 
keitshöhe zu  v*  (vgl.  18)  und  es  ist: 


vt 


2g 
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Firir. 


Lehrsats. 


Kiyean. 
%jifu  ho 


23.  Die  theoretische  Ausflussmenge 
für  eine  OeiFnung  von  der  Grösse  des 
materiellen  Punktes  (kleine  Fläche  (f)  ist 

W  =  <^  vt  pro  Sek. 

Dieselbe  ist  für  einen  horizontalen^ 
unendlich  schmalen  Streifen  vom  Flächen- 
Inhalt  f 

w=fvt  =fy2ih;- 

Für  eine  ganze  aus  den  Streifen 
f,f„f,„»*  •  •  bestehende  grössere  öeff- 
nung  ist: 

W  =  -rfv, 

=  f,  vH-  l,  y,,  +  It,  V,,,  •  •  • 

=y2g(f,h,v2+f,,h,,v«. ...), 

wonach  die  Berechnung  der  theoretischen 
Ausflussmenge  für  beliebig  geformte  Mün- 
dungen erfolgen  kann. 

24.  Aus  der  theoretischen  Ausfluss- 
menge, die  für  verschiedene  Oeffnungen 
in  Tabelle  1  berechnet  ist,  ergibt  sich 
die  wahre  Ausflussmenge  SB  durch  Mul- 
tiplikation mit  gewissen  Erfahrungs- 
zahlen k,  die  man  Ausflussko^ffizienten 
nennt,  und  die  in  Tabelle  2  zusammen- 
gestellt sind. 

Es  ist  immer 

2ö  =  kW 
und  die  mittle  wahre  Ausflussgeschwindig- 
keit  durch  eine  Oeffiiung  vom  Querschnitt  F: 

9Ö 


v  = 


F 
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B«wegii«9  ^M  W«m«n  in  FlSssett  und  Kanilen. 

Bedeutet  t  die  mittle  Tiefe,  also 

^       Profilfläche       _  F 

benetzten  Umfang       h  * 

€c  das  relative  Gefälle  pro  Längeneinh^t, 

V  die  mittle  Geschwindigkeit  in  einem  Profil,  so  ist 
nach  Brahm 

V  =  90,9  V«T, 
nach  Edelwein 

V  =  —  0,1057  +  yo,01118  + 8715,6  «t, 
nach  Prony 

V  =  —  0,2230  +  y0,0508  +  10301  «  t, 
und  die  Wassermenge  des  Stroms  oder  des  Kanals 

SB  =  F  .  V. 

Aus  den  Messungen  von  Humphrey  &  Abbot  am 
^Mississippi  hat  man  neuerdings  folgende  Formen  ab- 
geleitet. 

Es  bedeutet  darin: 
£k  den  Flächeninhalt  des  Wasserprofils, 
p  den  benetzten  Umfang, 

J  =  -|-  das  Gefalle  pro  Längeneinheit, 

W  die  Breite  des  Wasserspiegels, 

B,  =  — i"^^  undR  =  — , 
P  +  W  p 

n    den  KauhheitskoSffizienten,  die  Längen  in  Metermass  ge- 
messen. 
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IkwegUBg  4eft  MTam«»  In  Fliiwm  wmü  KAsiles. 

1)  Formel  von  Humphrey  &  Abbot,  abgekürzt  durch 

Grebenau: 

4  _ 

V  =-  8,32  yn,  yj. 

2)  Formel  von  Bazin: 


=v 


RJ 


"+R- 

Darin  ist 

«  ß 

1.  für  glatte  Wände        0,0015  0,0000045, 

2.  für  rauhe  Wände        0,00019  0,0000133, 

3.  für  Bruchsteinwände   0,00024  0,0000600, 

4.  für  Erdwände  0,00028  0,0003500. 

3)  Formel  von  Gaukler: 

a.  wenn  J  >  0,0007 

yv «: « y  R  yj, 

b.  wenn  J  <  0,0007 

yy^ßy-R  yj. 

Darin  ist  bei  Kanälen  für  Wände 

«  ß 

1.  aus  Quadern    8,5  bis  10,0  8,5  1ms  9,0, 

2.  gewöhnlichem  Mauerwerk  7,6    „  8,5  8,0  „  8,5, 

3.  gewöhnlicher  Sohle,  Erde  6.8    „  7^6  .7,7  „  8,0, 

4.  alles  Erde  ohne  Pflanzen  5,7    „  6,7  7,0  „  7,7, 

5.  desgl.  mit  Pflanzen  ...  5,0   „  5,7  6,6  „  7,0, 

6.  für  Flüsse 5,0    „  5,7  6,4  „  7,0. 


rtl  r 


15 


Bewegr**9  ^M  Wftssers  in  Flineii  mad  Kanaleii. 

4)  Formel  von  Hagen: 

_   6_ 

V  =  2,425  y R  l/j. 

5)  Formel  von  Ganguillets  &  Kutter: 

1  +  Vr^ 

Barin  ist 

n         J 

X  =  (a  +  y)  n, 

a  =  23  m  =  0,00155, 

1  =  1,00  n  =-  0,008  bis  0,04, 

je  nach  dem  Grade  der  Rauheit  des 
benetzten  Umfanges. 


t. 


Tafel  I  der  theoretischen  WasBermenge  bei 
Bodendeokel  und  Seitenö&ongen. 


g  die  Beschleunigung  der  Schwerkraft  und  iat,  wenn  nach 
Metermaass  gerechnet  wird, 

wenn  nach  preuas.  Fussniaass 
g  =  31,2528; 
F  den  □  Inhalt  der  Oefihnng; 
O  den  Schwerpunkt  derselben ; 
W  die  ansflieBBende  theoretische  Waasermcn^e  pro  Sekunde. 

Die  mittle  Aasflnssgeschwindigkeit  iat  8tet9=  -— . 


Farn 
der  «cffHug 

AbsIIiisi  In  !■•  fnlc  Lon. 

M 

Wv  =  '/is  (2  B  +  3  b)  h  1/2  g  h 
=  »/"(2B  +  3b)h'fty2g. 


rotlHrh^  HB«ertii«Ke  W, 

*u-nu»-  in  (li-  frei«  L.ft. 

^'      '^       'f 

H 

E 

w=-v.i.y2i(yi?-yEr') 

-■I.Kh'C-b,».)!^. 

w^='/.i>y2(r(i/h"-yh») 


^    ._  _    2hf»-5hh,'''  +  3h,* 

2b,y2g i5(h=h;) ■ 


2h,y2g 


3  h'''  — 5h,h^  +  2h,'ft 


W=-W^  +  W[]. 


w  =  w^  +  w-  +  w^ 


ann&Iiernd 


■W  =  Wo+Wc. 


f%7f 

w  =  w-  +  w^. 

tlM 

fer^ 

Annähernd 

S^'i 

w 

=  (ab  +  r'^)V2gh. 

*^ 


W=.Wa  +W-  +  Wa. 


Fonn 

Thtni-pItF^i-lit  IVasiiPriiifiiüe  V, 

m 

annähernd: 

=IK^><'.+I'- 

-  -  -\ 

annähernd: 

<n 

W  annahenid: 

1 

W 

W  =  Fy"2gh,. 

.4 


W  =  F  V^g  K 


W,  =  Fl/2g^. 


W,  =  Fy2g 
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Lage 
der  OeffasAgr* 


Theoretische  Wassermeii^  W,y 
AksAqss  unter  Wasser. 


annähernd 
=  F,  V 2iÄ  +  F  V2gK 


W,,  =  W,  +  W_,  oder  -f  Wv 

=  F,  V^A  +  Vsb  A  VW^ 
oder 

=F,V2gÄ  +  '/i6(2B+3b)A^V27. 


Tafel  n  zur  Korrektion  der  theoretiBohen 
Wassennei^e  in  die  wahre. 

A.    Oeffnungen  ohne  Eirtlauf,  MunditCck  oder  Autlauf. 


k  den  Eorrektians-Eoefflzienten  fUr  ganze  Oeifnunt^eti. 
t,  jenen  für  Wandeinachnitte. 
ffl  die  wahre  Waasermenge. 

—  den  scharfkantigen  Theil  der  Oeffnung. 

-  —  den  kantcnlosen  Theil  der  Oeffnung. 


^ 
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Die  Druckhöhen  h,  sind  im  stillen  Wasser  zu  messen. 
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nasurmeDst  ffi. 

aB  =  1,125  kW. 

13  ^ 

SEB  —  1,072  k  W. 

13   s 

ffl  -=  1.035  k  W. 

f  ^  Umfing  der  Osfnimi 
n  =  ksntuilDs'eT  Theil. 

Für  1,  eckiges  Profil, 
aß  =  (1  + 0,143 -J-)  kW, 

Für  2,  nmdesPrutil. 
SD  =  (1  +  0,128 —)  k  W. 

L 


::i 


«er  Oarnmig. 

HtUi. 

k,= 

Wii»»rmcn$f  »B. 

0,01 

0,636 

0,02 

0,626 

^f£^ 

0,03 
0,04 

0,618 
0,611 

0,06 
0,08 

0,602 
0,595 

SH)  =  k,  W. 

0,10 
0,15 

0.20 
0.22 

0,593 
0,590 

0,578 

Breiten 

- 

0,60 

SS  =  k,  W. 

Wenn  b  grBaser  ist 
als  '/<   der  Wand- 
oder Kanalbreite 

- 

0,665 

au  =  k,  w. 

I  -    " 


—1 


n 


mmm.^^^mj  an  — i.os&kw,  +  w 

Es  bedeutet: 
SB  die  nähre  Wassermenge, 

W  die  wahre  Waaaerineage  mit  Binlauf; 
P  das  WaaserpTofil  des  Einlaufs; 
f    daa  Wasserprofll  der  Oeffnung. 


)  kein  Eislauf  vorli^nden 


J 


W  =  (1  +  0.0450  [14.821"  —  1])  21 


©I 


W  =  (1  +  0,0760  (9"  —  1])  ffi 


fs  ' 


W  =  (0.641  n'  +  1)  a 


V  =  (1,718  n*  + 1)2 


W  =  (1.041  +  Ö,Q93  n')  Sß 


Oeftniinq«n  mit  MundstQoken. 

(Kurze  Anaatzröbre.) 


Es  bedeutet: 
5ffi  die  wahre  Wiwaenoen^; 
W  die  theoretische; 
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Mundstück- 
weite. 

Wmssenneiige  SS  ans  oylindrlselieii 
Mmndstttcken. 

Centimeter. 

(Enrze  Ansatsröhre.) 

m 

1 

m  —  0,843  w, 

S— 1 

2 
3 

So  — 0,8^  12  W, 
2B  —  0,821  W, 

_J 

1 

4 

^  —  0,810  W. 

Convergenz- 
Winkel 

Wassermevge  AB  ans  konischen 
Mnndstileken. 

a 

(Kurze  Ansatzröhre.) 

^ 

4  Grad 

2Ö  —  0,905  W, 

k 

8    „ 

2Ö  —  0,937  W, 

/ 

10     , 

, 

2Ö  —  0,943  W, 

1 

12     , 

2Ö  —  0,946  W, 

1 

14     , 

SB  —  0,943  W, 

18     , 

2Ö  —  0,930  W, 

20     , 

2Ö  —  0,921  W, 

24     , 

n  —  0,910  w, 

1 

30     , 

,     :'            2Ö  —  0,894  W, 

35     , 

,     ,            2Ö  —  0,882  W, 

40     , 

SB  —  0,870  W. 

Befindet  sich  vor  den  Möndiuigen  ein  Einlanf,  der  nicht 
wenigstens  4  mal  breiter  ist,  als  die  Mündung,  so  ist               < 

•©-(1  +  0,1 

02  n  +  0,067  n^  -f  0,046  n»)  k  W. 

• 

..J 

.  /•' 
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D.    Oeffhungen  mit  Mundstück  und  Einfauf. 

(Schützöffnungen.) 

Es  bedeutet: 

2B  die  wahre  Wassermenge; 
W  die  theoretische. 


SebStioJrnnng. 


l: 


fH 


t| 


Neignngs- 
Winkel 


a 


Wassermeiige  83. 


40 
45 
50 

dO 

60 
a 


2Ö  =  0,83  W, 
aOB  =  0,81  W, 
^  =  0,79  W, 
SB  =  0,76  W, 
m  =  0,74  W, 
20  =  (1  — 0,0043  «<>)W. 


Steht  der  Schütz  vertikal,  so  be- 
rechne man  die  Wassermenge  ganz 
so,  als  ob  kein  Auslauf  (Gerinne)  vor- 
handen wäre.    Ist  jedoch  bei 


n 
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Schfitzoffnnn;. 


WMMrmeiisre  89. 


0,15  bis  0,2  Oeffnungshöhe  nur  0,5  bis  0,6 

Drackhöhe, 
0,10  Oeffnungshöhe  nur  0,3  bis  0,4  Druck- 
höhe, 
0,05  Oeffnungshöhe    nur    0,2   Druckhöhe 
oder  weniger,  so  rechne  man  nach  fol- 
gender Tabelle. 


Oeff- 

nungs 

höhe. 


k  für  die  Anordnnngren. 


0,2 


0,1 


\ 


0,05 


0,03 


0,40 

0,591 

0,580 

0,582 

0,577 

0,603  , 

0,24 

0,559 

0,552 

0,550 

0,548 

0,576 

0,12 

0,483 

0,482 

0,484 

0,485 

0,484 

0,16 

0,590 

0,580 

0,583 

0,585 

0,606  ^ 

0,11 

0,562 

0,560 

0,561 

0,562 

0,566 

0,09 

0,523 

0,522 

0,522 

0,517 

0,510 

0,06 

0,464 

0,463 

0,462 

0,462 

0,460 

0,20 

0,631 

0,615 

0,618 

0,622 

0,636 

0,11 

0,614 

0,597 

0,598 

0,601 

0,610 

0,05 

0,495 

0,493 

0,486 

0,490 

0.462 

0,04 

0,452 

0,443 

0.442 

0,442 

0,417 

0,20 

0,632 

0,631 

0,632 

0,635 

0,650 

0,06 

0,627 

0,605 

0,602 

;  0,607 

0,572 

No.  1   bezeichnet  den  Durchschnitt, 
No.  2  den  Grundriss  der  Gerinne 

2B  =  kW. 


0,597 

0,573 

0,483 

0,604 

0,564 

0,510 

0.460 

0.628 

0,609 

0,501 

0, 

0,651 

0,594 


Tafel  zur  Beredmung  der  Bohrleitungen. 


Es  bedeutet: 

H  das  ganze  Gefälle; 

li   den  Gefall  Verlust  beim  Eintritt  des  Wassers  in  die  Leitung ; 

hl    „  it  in  die  Leitung  selbst; 

hs    f,  „  bei  Kniestncken; 

lu    „       "     „  bei  Krömmungen; 

li4    „  „  bei  Verengungen; 

ho  =  H  —  h,  —  hi  —  hs  —  h4  das  übrig  bleibende  wirk- 
same Gefölle; 

L  die  Länge  der  Leitung; 

TJ  den  inneren  Umfang  des  Rohres; 

Y  die  wahre  Geschwindigkeit; 

2ö  die  wahre  Wassermenge  pro  Sekunde; 

ß   den  Erümmungswinkel; 

P  und  P,  die  Profile  bei  plötzlichen  Verengungen; 

CCCi  CaCi  Koeffizienten; 

W  die  theoretische  Wassermenge  pro  Sekunde; 

k  den  AusflusskoSffizienten. 

22 
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Flgmr. 


h  =  f 


Formel. 


-r —  und  C  =  Ts !• 

2  g  k* 


h,  =  ?,L 


U 


F       2g 


und 


,   .     0,00237775 
C,  =  0,0035975  +  -  -     ,_ 


h8  =  Cs 


2g 


und 


^a  =^  0,9457  sin.  <?*  +  2,047  sin.  (^*. 


B  =Krümmuiig8- 
Iialbmesser. 

r  ;==  halbe  Bohr- 
'weite. 


r-^VvVi 


hs 
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2g 


und 


Cs  =  0,131  +  1,847  ( -^J  V« 
für  kreisförmigen  Querschnitt. 

Cs  =  0,124  + 3,104  f-J-j' 
für  rechteckigen  Querschnitt. 

h*  =  C*  -^^1 — , 

2g 

wobei  k„  den  Kontraktions-Ko^ffizienten 
bezeichnet. 
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Stoss  des  Wassere. 

1)  Durch  einen  Wasserstrahl. 

Bezeichnet 
P   den  Stoss   oder  hydraulischen  Druck   eines  Wasser- 
strahles gegen  eine  Fläche  in  Eilogr., 
F    den  Querschnitt  des  Strahles  in  Quadr.-Metem, 
V    die  Geschwindigkeit  des  Wassers  in  Metern  pro  Sek., 
c    die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  Fläche  in 
der  Richtung  des  Wasserstrahles  bewegt,  in  Meters 
pro  Sek. 
Q  die  Wassermenge,  welche  pro  Sek.  zum  Stosse  gelangt, 

in  Cub.-Metern, 
y   das  Gewicht  eines  Cub.-Meter  Wasser  in  Kilogr., 
so  hat  man: 

a)  Für  den  Stoss  normal  gegen  eine  ebene  Fläche: 

und  wenn  die  Fläche  in  Ruhe  ist: 

2g      \ 

b)  Für  den  Stoss  gegen  eine  hohle  Fläche,  durch 
welche  die  Richtung  des  Strahles  in  die  entgegengesetzte 
verwandelt  wird: 

P  =  2  ''"''  Qr. 
g 

und  wenn  die  Fläche  in  Ruhe  ist: 

P  =  4-J^Qr  =  4Fhr. 

c)  Die  Leistung  L  =  Pc  des  Stosses  ist  ein  Maii- 
mum,  wenn  c  =  --,  und  ist  alsdann: 
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beim  Normalstosse  gegen  eine  ebene  Fläche: 

beim  Stosse  gegen  eine  hohle  Fläche,  welche  den  Strahl 
in  dia  entgegengesetzte  Richtung  umbiegt : 

2)  Stoss  des  unbegrenzten  Wassers. 

Bezeichnet 

F  den  Querschnitt  der  die  Wirkung  des  Wassers  auf- 
nehmenden Fläche  in  Quadr.-Metern, 

V  die  relative  Geschwindigkeit  des  Wassers  und  des 
Querschnitts  in  Metern  pro  Sek., 

P  den  gegen  die  Fläche  ausgeübten  Druck  in  Kllogr., 

y   das  Gewicht  eines  Cub.-Meter  Wasser, 

k  einen  von  der  Form  der  Fläche  abhängigen  Koef- 
fizienten, 


so  hat  man 


P  =  k----Fy. 
2g 


Für  eine  dünne  unbewegliche  Platte,  welche  senkrecht 
gegen  die  Richtung  der  Strömung  gehalten  wird,  ist: 

k  =  1,86, 

bewegt  sich  aber  die  Platte  in  ruhendem  Wasser,  so  ist : 

k  =  1,25. 


Für  einen  prismatischen  Körper  hat  man: 

bei  der  relativen  Länge     ....  —^:r=      1 

yF 
■wenn  der  Körper  unbeweglich  ,  .  .  k=    1,48 
wenn  der  Körper  sich  in  ruhendem 

Wasser  bewegte k=    1,28 


2        3 
1,35  1,33 
1,30|  1,33 
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Für  ein  Prisma,  welches  nur  zum  Theil  in  Wasser 
eingetaucht  ist,  und  dessen  Länge  gleich  der  5-  his  öfachen 
Breite,  ist:  k=l,00, 

befindet  sich  am  Vordertheil  des  schwimmenden  Priama^s 
eine  Zuschärfung,  so  hat  man: 

för  eine  Zuschärfung  von  |  lo6<^  i    60«  |    18  <> 

k  =  1  0,96  i  0,44  ;  0,40. 

Noch  mehr  wird  der  Widerstand  vermindert,  wenn 
man  am  Vorder-  und  Hintertheile  Zuschärfungen  und  ge- 
krümmte Seitenflächen  gibt. 

Für  sehr  gut  gebaute  Flussdampfschiffe  kann  man  im. 
Mittel  annehmen: 

k  =  0,16  bis  0,18. 

Für  sehr  gut  gebaute  Seedampfschiffe: 

k  =  0,07  bis  0,11. 
Für  Kanaldampfschiffe: 

k  =  0,24  bis  0,33. 


Statik  und  Dynamik  der  Luft. 


A.    Tabelle  Ober  den  AtmosphSrendruok  In  preussisohen, 
englischen  und  französisohen  Maassen. 

Die  Angaben  sind  für  den  praktischen  Gebrauch 

abgerundet. 


Quecksilber- 
s&ale. 


Wassersäule. 


Druck  pro 
Qoadrat-Zoll. 


Prenssen  . 
Eng:land  . 
Paris  .  .  . 
Frankreich 


29    Zoll. 
29,9     „ 
28       „ 
76  Centim. 


32,8  Pubs. 
83,9 
31  7 
10',3  Met. 


U  Pfund. 
14,7    „ 
p.  Qu.-Centim. 
1,03  Küogr. 


1  Pfund  Druck  pro  Quadr. -Zoll  preuss.  =  5,43  Centim. 
Quecksilbersäule  =  28,1  Zoll  Wassersäule. 

1  Kilogr.  Druck  pro  Quadr.-Centim.  =  73,5  Centim.  Queck- 
silbersäule, also  nahe  =  1  Atmospharendruck. 

B.    Mariotte'tches  Gesetz. 

Bei    constanter  Temperatur   ist   die  Spannung   eines 
Luftquantums  seinem  Volumen  umgekehrt  proportional. 


^ 
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Bezeichnet  daher 

p  die  Spannung,  V  das  Volumen,  y  das  spec.  Gewicht 

eines  Luftquantums, 
pi,  Vi,  y\  die  Werthe  von  p,  V  und  y  für  einen  andern 

Zustand  des  Luftquantums,  so  hat  man: 

jp y  Vi 

pi       y\        V  ' 

C.    Gay-Lussac'sches  Gesetz. 

1)  Bei  constanter  Spannung  sind  nach  dem  Gray- 
Lussac'schen  Gesetze  die  Volumänderungen  eines  Luft- 
quantums proportional  seinen  Temperaturänderungen. 

Der  Ausdehnungskoeffizient  beträgt  für  1°  Cels. 

0,00367,  abgerundet  =  0,004. 

Bezeichnet  daher: 
V   das  Volumen,  y  das  spec.  Gewicht  eines  Luftquantums 

bei  der  Temperatur  t^  Cels., 
Vi  das  Volumen,  y\  das  spec.  Gewicht  eines  Luftquantums 

bei  der  Temperatur  ti^  Cels., 

so  hat  man:        -rr  -,    ,   a  aa>4  i. 

Vi y  1  +  0,004  ti 

V~  ~  Ti^ ""  1  +  0,004 1  * 

2)  Ist  ausserdem  p  die  Spannung  bei  dem  Volumen 
V,  pi  die  Spannung  bei  dem  Volumen  Vi,  so  hat  man: 

Vi  ^  y  ^  1  +  0,004  ti   p_ 

V  ~  >V~1  + 0,004t    pi* 

3)  Bei  einer  Temperatur  von  t^  Cels.  und  einer  Span- 
nung von  p  Kilogr.  pro  Quadr.-Centim.  wiegt: 

(1  Cub.-Meter  Luft  =   ^  ^^^^^^^^  ^- lölo^^^ 

4)  Wenn  ein  gewisses  Luftquantum  plötzlich  sein 
Volumen  ändert,  so  erleidet  auch  die  Temperatur  desselben 
eine  Aenderung,  und  man  hat  alsdann: 


J 
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i  + 0,004  t        [yI)  [y)  VpT'*' 

Für  IJeberschlags-Rechnungen  kann  man  annehmen: 

1  +  0,004  ti  _  1  /  V"  _  y/~n  _  1  /  pT 
1  + 0,004t     r  Vi     V  y     r   p* 

D.  Ausflust  der  Luft  aus  der  Oeffnung  einet  Gefässet. 

Bezeichnet 

h   den   Ueberdruck   der   Luft   im    Grefösse,    durch    eine 

Wassersäule  gemessen,  in  Metern, 
g   die  Beschleunigung  der  Schwerkraft, 
d   das  spec.  Gewicht  der  ausströmenden  Luft  oder  des 

ausströmenden  Gases, 
F  den    Querschnitt    der   Ausflussmündung    in   Quadr.- 

Metem, 
fi  den  Ausflusskoöffizienten  im  Mittel  =  0,70, 
so   hat    man   das   Ausflussquantum,    welches    unter   dem 
äussern  Luftdrucke  pro  Sek.  ausströmt: 

Q  =  juFj/2g^. 

Für  atmosphärische  Luft  darf  man  annehmen: 

A  =  800, 
d 

und  hat  dann: 

Q  =  125  ^  F  -/¥=  88  F  •/ h  Cub.-Meter. 

E,   Druck  des  Windes  gegen  eine  Fläche. 

Bezeichnet  y  die  Geschwindigkeit  des  Windes  in  Metern 
pro  Sek.,  so  beträgt  der  Druck  gegen  eine  ruhende  Fläche: 

0,1185  v^  Kilogr.  pro  Quadr.-Meter. 
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Tabelle 
für  die  Qescliwindigkeit  und  Kraft  des  Windes. 


Bezeichnung  für  die  St&rke 
des  Windes. 


Geschwi  nd  igkmt 
pro  Sttk. 

Meter. 


t    Druck 

pro 

Quadr.-Meter. 

Eilogr. 


Massig 

Frisch 

Lebhaft,  zweckmässig  für 
Windmühlen    .     .     . 

Heftig 

Stunn 

Orkan     


ca.    2,5 
4,7 


»> 


,,  6,9 

M  12,6 

„  25,1 

„  40,8 


0,76 
2,64 

5,58 
18,8 
74,6 
197,0 


Der  Druck  des  Windes  gegen  einen  Cylinder  (Gas- 
behälter) beträgt  0,57  desjenigen  Druckes,  der  gegen  eine 
Fläche  =  der  Projektion  des  Cylinders  ausgeübt  wird. 


Belastung  der  Bau-Eonstniktionstheile. 


>j     >> 


Maximum  der  zufälligen  Belastung  bei: 

Dachräumen 500  Pfd.  pro  QMet. 

Wohnräumen 460  „  „  „ 

Tanzsälen .  760  „  „  „ 

Heuböden 800  „  „  „ 

Fruchtböden 900  „  „  „ 

Wegebrücken 1250  „  „  „ 

Speichern 1500  „  „  „ 

Magazinen 3000  „ 

Totalbelastung  (Eigengewicht  +  Nutz- 
last) für  Wohnräume,  bei: 

,    a.  einfacher  bedielter  Balkenlage  .  560 

b.  gestrecktem  Winkelboden  .     .     .  850 

c.  gestaakter,  beschütteter  und  ge- 
putzter Decke 1000    „      „      „ 

d.  bei  ganzem  Winkelboden.     .     .  1150    „      „       „ 

Totalbelastung  für  Decken  unter: 

Tanzsälen 1400    „       „       „ 

Werkstätten 1550    „       »,       „ 

Totalbelastung  für  gewölbte  Decken 

mit  Fussboden 1550    „      „      „ 


»>      »»       »» 
»>      »>       »> 


352 


^''^^*  Seme  Dächer  .    .     .     .    300-400  Pfd.  pro  OMct. 
Schieferdächer  ....     400—500    „       „ 
Ziegeldächer 450—550    „       „ 

Eigengewicht  eiserner  Brücken,  pro  Geleis,  wenn  .1   die 
Spannweite  bedeutet: 

a.  für  1  =  10—60  Meter  ^     ^  ^  ^ 

7,5  +  0,51  Centner  pro  lauf.  Meter 

b.  für  1  =  60—100  Meter 

8  +  0,61 

Totalbelastung  einer  Brücke  bei 
starkem  Menschengedränge  500—600  Pfd.   „    DMeter. 

Für  Eisenbahnbrücken  rechnet  man  pro  Geleis  2  Loko- 
motiven mit  Tender  in  der  Mitte  und  für  den  übrigen 
Theil  der  Brückenbahn  450— 550  Pfd.  pro  DMeter. 


I.     Konstruktion  der  einfach  gedrückten  oder 
gezogenen  Yerbandstücke. 


Die  gezogenen  und  einfach  gedrückten  Yerbandstücke 
unterliegen  keiner  Biegung. 

Bedeutet 
k  die  Druck-  oder  Zugspannung  pro  nCentim. ,  bei  der 

das  Material  zerstört  wird, 
/*  den  Sicherheitsmodul, 
f   den  Querschnitt  eines  Verbandstückes, 
P  die  Zug-  oder  Druckkraft,  die  es  dauernd  auszuhalten 
hat,  so  ist 

P  =  iufk  und 

/uk 

Für  Schmiedeeisen  ist  ^  =  7*^» 

„  Gusseisen  bei  Zug  .  =  V»» 

„  Gusseisen  bei  Druck  =  Vio» 

„  Stahl  gehärtet  .  .  .  =  */io» 

„  Stahl  ungehärtet  .  .  =  ^/e. 

„  Kupfer  mit  Zug   .  .  =  78, 

„  Kupfer  mit  Druck  .  =  Vie, 

„  Hölzer  u.  Bausteine  =  Vio. 

Bei  starken  Erschütterungen,  stark  wechselnder  Be- 
lastung und  anderen  die  Haltbarkeit  beeinträchtigenden 
Einflüssen,  nehme  man  ft  etwas  kleiner  an. 
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Tabelle  Qber  die  Zug-  und  Druckfestigkeit  der  Bau- 
materialien. 


Material. 


Die  Zerstönmg 
erfolgt  durch 


Zng 

bei  Pfand 

pro  Qii.-Ctm. 


Drack 

bei  Pftind 

pro  Qn.-Ctm. 


Schmiedeeisen  in  Stäben  . 
Schmiedeeisen  in  Drähten 

Gusseisen 

Stahl  ungehärtet     .     .     . 
Stahl  gehärtet    .... 

Kupfer 

Kupferdraht    ,    .    .     .     . 

Messing 

Messingdraht      .... 

Blei 

Eichen-Holz 

Kiefern-  „ 

Buchen-    „ 

Mauersteine 

Klinker 

Kalkstein  und  Marmor     . 

Sandstein 

Granit 

Basalt 


8000 

13000 

2600 

15000 

20000 

4000 

8000 

2400 

7200 

260 

2400 

2200 

2200 

60 


7000 
15000 

8000 

1500 

1000 
1320 
lOOO 
1200 
60—170 
200—500 
400—800 
320—1000 
800—1600 
3600 


855 


Tabelle  der  8pec.  Gewichte. 


1.    Feste  Körper. 


Antimon  , 
Asphalt    . 
Basalt 
Blei     .    . 
Braunkohle 
Ookes  .    . 
Eis.     .     . 
Erde, 
.  lehmig  frisch 

trocken     .     . 

mager  trocken 
Glas, 

Fenster-    .     . 

Spiegel-    .     . 

Bjystall-  .     . 

Fünt-  .  .  . 
Glockenmetall  . 
Gold,  gegossen 
Granit  .  .  . 
Gusseisen  .  . 
Gyps,  gegossen, 

trocken     .     . 
Holz,  lufttrocken 

Ahorn-      .     . 

Aepfelhaum- 

Birken-     .     . 

Buchen-    .     . 

Buxbaum- 

Eben-,  grün  . 
„       schwarz 

Eichen-     .    . 

Erlen-  .     .     . 

Eschen-     .    . 


.    .  6,72 
1,07—1,16 

.  2,8 

.  11,4 

.  1,2 

.  1,4 

.  0,92 


2,1 
1,9 
1,3 

2,64 
2,46 
2,89 
3,33 
8,8 
19,26 
2,8 
7,26 

0,79 

0,67 

0,73 

0,74 

0,76 

0,94 

1,21 

1,19 

0,69 

0,5 

0,67 


Holz,  lufttrocken, 

Fichtenholz 

Kiefern-    . 
„       frisch 

Kork-  .     . 

Lerchen-  . 

Linden-     . 

Mahagoni- 

Nussbaum- 

Pappel-     . 

Pock-   .    . 

Tannen-    . 
„        frisch 

Weissbuchen- 
E^lkstein      .     . 
Kreide      .     .     . 
Kupfer,  gehämmert 
„      gegossen  . 
Mauerwerk, 

Bruchstein- 

Sandstein- 

Ziegelstein- 
Messing   .    .     . 
Piatina    .     .     . 
Quarz  .... 
Sand,  gewöhnlieh 

trocken  .  . 
Sandstein  .  . 
Schiefer  .  .  . 
Schmiedeeisen  . 
Süber  .  .  . 
gehämmert  . 


2,40- 
2,05- 
1,47- 


,, 


Stahl 


7,26— 


0,47 

0,55 

0,91 

0,24 

0,47 

0,56 

0,75 

0,66 

0,39 

1,26 

0,56 

0,89 

0,77 

2,45 

2,7 

8,94 

8,79 

-2,46 
-2,12 
-1,70 

8,55 
22,7 

2,62 

1,64 
2,35 
2,67 

7,78 
10,47 
10,51 

7,80 
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^ 


Gussstahl      .     .     .  7,872 

Steinkohle    .     .    1,21—1,51 

„  Cannel  .     .     1,42 

Wismuth 9,83 


Ziegelstein    . 
Zink,  gegossen 
„     gewalzt 
Zinn    .     .     . 


1,4- 


-2,2 

6.80 
7,00 
7.29 


2.  Flüssige  Körper. 


Aether  b.  20^  C.  .     .     0,716 
Alkohol,  abs.b.20<^C.    0,792 

Luft 0,0013 

Müch 1,030 

Oel:  Leinöl     .     .     .    0,940 
Rüböl      .     .     .    0,914 


Oel:  Olivenöl .  .  . 
Quecksilber  b.  0**.  . 
Salpetersäure,  conc. . 
Salzsäure,  conc.  .  . 
Schwefelsäure,  cone. 
Seewasser  .... 


0,915 
13,595 
1,500 
1,200 
1,850 
1,027 


3.  Gasförmige  Körper,  bgi  O^C.  und  0,76  Met.  Druck. 


Atmosph.  Luft     .  .  1,000 

Kohlenoxydgas     .  .  0,941 

Kohlensäure    .     .  .  1,529 

Oelbüdendes  Gas  .  0,985 

Grubengas       .     .  .  0,559 


Sauerstoff  .  .  .  .  1,103 
Stickstoff  ....  0,976 
Steinkohlengas  .  0,4—0,6 
Wasserstoff  .  .  .  0,069 
Wasserdampf  b.  100^    0,470 


1  Cub.- Meter  destillirtes  Wasser  wiegt  1000  Kilogr. 
oder  2000  Zoll-Pfund. 

Bedeutet  y  das  speeifische  Gewicht  eines  Stoffes,  V  sein 
Volumen  in  Cub.-Metem,  so  ist  das  absolute  Gewicht; 

G  =  Vy  1000  Küogr.  oder 
G  =  Vy  2000  Zoll-Pfund. 


i 


U.    Eonstrnktioii  der  gediäckten  nDd  zugleich 
auf  Biegung  beauspnicliten  Terbandetücke. 

(Streben  und  Säulen.) 


a.     Ceirtritohe  BelMtung. 

■       /     ^  ^^  untere  Ende  ist  eingespuiiiit: 

:      /       u  Beide  Enden  sind  ttii: 


3o8 


n 


Für  Schmiedeeisen 
yj   Gusseisen  .     . 


>» 


Holz 


=       E  pro  D  Cent.  = 


4000000  Pfund 
2340000      „ 
234000      „ 


Ferner  ist  für  die  nachfolgenden  Profilformen: 


J  = 


Trr' 


TT 


J-^(R«-r*) 


J  =  V"  b  b,». 


J—  /i.(BB'  — bb') 


r  (B  B.'  -  b  b,*)'        4  B  B  b  b  (B  —  b  )'] 
BB,  — bb,  BB,— bb,        J' 

vobei   B,  stets  die  kleinere  der  beiden   Hauptbreiten- 
Dimensionen  des  Profile  bedeutet. 
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Für  Fa^on-Eisen  von  der  Form  T  I  L  C  ^■  ®***' 
kann  man  P  annähernd  berechnen  nach  der  Gleichung: 


P  =  15 


fkh 
1 


Darin  ist: 
f  der  Querschnitt  des  Stabes, 
1  die  Länge  des  Stabes, 
h  die  kleinste  der  beiden  Breitendimensionen  des  Profils. 

Ferner:  pro  Qu.-Centim. 

Für  Schmiedeeisen      .     .     .     .    k  =  1400  bis  1680  Pfund, 
„    Gusseisen k  =  1000   „   1120 


99 


Für  hohle  gusseiseme  Säulen  hat 

man  annähernd: 

Im  Falle  1 

PP 
2s<r3  = 


Im  Falle  2 

2scF«== 


200000' 
Pia 


800000* 
wobei  die  Maasse  in  Centim.,  P  in  ZoU-Pfd.  zu  nehmen. 

b.    Excentri8ohe  Belastung. 


L  +  JL 
f  ^  z 
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k 
P  =  COS. «  ,  1  sin. «. 


Darin  ist: 

f  der  Querschnitt  des  Stabes, 

k  für  Schmiedeeisen  =  1400  bis  1680  Pfd.  pro  DCentim. 

k    „    Gusseisen  .    .  =  1000   „  1120    „      „ 

k    „    Holz      .     .     .=    140   „     170    „      „ 

Z  =  den  Werthen  aus  Tabelle  I.  IHa.  Seite  364. 


ni*.   Konstruktion  der  massiven  Träger 

und  Balken. 


Figur  1. 


Z 


X 


QO 


e 


Ist  das  Profil  des  projektirten  Trägers  verzeichnet,  so 
suche   man   den  Schwerpunkt   desselben   und   lege  durch 

denselben  die  horizontale  Axe  x  x. 
Alsdann  messe  man  den  Abstand 
der  entferntesten  Faserschicht  und 
bezeichne  ihn  mit  e. 

Darauf  zerlege  man  das  ganze 
Profil  in  lauter  schmale  Streifen  ab, 
und  messe  deren  mittein  Abstand  z 
von  XX  mit  dem  Zirkel  nach. 

Sind  nun  fi  fs  fs  u.  s.  w.  die 
Flächeninhalte  dieser  schmalen  Strei- 
fen in  D Zentimetern,  und  zi  Z2  zs  u.  s.  w.  ihre  Abstände 
von  XX  in  Centimetern,  so  addire  man: 

+  fi  zi' 

+  fä  Z2* 

+  fs  Z3* 

U.  S.  W. 

und  dividire  die  Summe  mit  e.    Die  Zahl,  welche  heraus- 
kommt,   ist   mit   Z   in   äen   nachfolgenden   Formeln  be- 


\ 
I 
I 
I 


P" 
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zeichnet.  Für  die  gewöhnlich  vorkommenden  Profile  kann 
man  sich  der  nacMolgenden  TaheUe  I  zur  leichteren  Er- 
mittelung von  Z  bedienen. 

Bezeichnet  L  die  Träger-  oder  Balkenlänge  in  Metern, 
80  nehme  man  den  Widerstand  W,  welchen  der  Baustoff 
dauernd  dem  Zerbrechen  oder  Verbiegen  entgegen  setzt, 
wie  folgt  an: 

a.  für  Tanne,  Fichte,  Kiefer,  Lerche'  W  =  -;—  •  Z; 

b.  für  trockenes  Buchen-  u.  Eichen-  i  a 

holz W=--f^  -Z; 

Li 

1  8 

c.  für  Eschenholz W  =  -:-  •  Z; 

Li 

1  fi  rt 

d.  für  Schmiedeeisen  in  dicken  Stücken  W  =  — ^  -  •  Z; 

12  0 

e.  für  Gusseisen W  =    ^  -  •  2. 

Die  Tragkraft  des  Trägers  berechne  man  nun  nach 
den  Formeln  der  nachstehenden  Belastungstafel. 

Es  bedeutet  hier: 

Q   das  Eigengewicht  des  Trägers; 

Q,  eine  etwaige  gleichmässig  vertheilte  Last; 

Q    eine  lokale  Last. 

Alles  in  Zollpfunden. 

Für  Träger,  die  nicht  aus  einem  Stücke  bestehen, 
sondern  aus  mehreren  zusammengefügt  sind,  nehme  man 

*/4  der  berechneten  Tragkraft. 


Tabelle  I. 

ttber  die  Werthe  von  Z  bei  den  am  häufigsten  v 

kommenden  Profilen: 


Z  =  0,7854  b  a'. 


Für  alle  gefiederten  oder  auagenommenen     zur  hori- 
zontalen Schweraxe  symmetnachen  Profile 


Pär  unsjiometrische  Profile  r 


Für  alle  Lreiaförm  gen  oder  elliptiachen  kohl     P    fili; 
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Für  Eisenbahnschienen  nehme  man  durchschnittlich: 


Bei  einer 

H5he  Ton 

Centim. 

z  — 

Gewicht  pro  Meter. 

B 

89,5 

57,4  Pfund. 

n 

102,0 

64  Pfund. 

n 

125,2 

76—80  Pfund. 

i 

Bas 

3  fache 
obiger 
Zahlen. 

Bas  2  fache  obiger  Zahlen. 

Für   T  Eisen  nehme  man: 
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Höhe. 
Mill. 


Steg- 
dicke. 

Mill. 


Gurt- 
breite. 

MilL 


Gnrt- 
dicke. 

Mill. 


Gewicht 

pro 
Meter. 

Pfand. 


100 
100 
125 
125 

150 
150 
176 
176 
200 
200 
209 
209 
235 
235 
235 
235 
250 
250 
261 
261 
300 
300 
320 
400 
588 
596 
800 
1000 


5 

50 

7 

17,16 

13 

58 

7 

28,6 

6 

75 

8 

28,2 

13 

82 

8 

40,0 

7 

80 

9,5 

37,1 

13 

86 

9,5 

50,0 

8,5 

91,5 

9 

54,0 

23 

106,5 

9 

88,6 

9 

100 

11 

58,6 

23 

114 

11 

100,8 

13 

104,6 

14,6 

80,2 

19,6 

111,2 

14,6 

99,8 

8,5 

91,5 

9 

60,6 

23 

106,5 

9 

107,6 

13 

91,5 

14 

81 

26 

104,5 

14 

125,0 

11 

115 

13 

83,0 

26 

130 

13 

137,0 

11 

98,1 

13 

83,4 

16,5 

104 

13 

104,6 

13 

125 

16 

115,2 

26 

138 

16 

170,0 

16 

137 

19 

150,4 

16 

140 

17 

164 

19 

200 

17 

300 

19 

200 

17 

320 

19 

200 

17 

362 

19 

200 

17 

422 

35 

49 

76 

94 

118 

140 

160 

238 

239 

332 

347 

393 

240 

375 

352 

469 

419 

575 

423 

468 

677 

875 

1021 

1200 

2862 

3578 

4383 

6136 


i 

\ 


Für  41cantige  Balken  findet  man  Z,  indem  man  die 
Zahlen  in  Kol.  n  der  folgenden  Tabelle  mit  der  Breite  des 
Balkens  in  Centimetem  multiplicirt. 
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I. 

II. 

I. 

IL 

L 

a 

Balken- 

z 

Biftlkea- 

z 

Balken- 

Z 

höhe. 

1 

höhe. 

1 

höhe. 

b 

Centim. 

b 

Centim. 

b 

GentiuL 

10 

162/s 

20 

662/8 

30 

150 

12 

24 

22 

802/3 

32 

170*/s 

14 

32^/8 

24 

96 

34 

192»/s 

16 

■     42^/8 

26 

1122/8 

36 

216 

18 

54 

28 

1302/8 

38 

2402/3 

40 

2662/8 

50 

4162/8 

60 

600 

42 

294 

52 

4502/3 

62 

6402/8 

44 

322^/8 

54 

486 

64 

6822/s 

.46 

3522/3 

56 

5222/8 

66 

726 

48 

384 

58 

5602/8 

68 

770V« 

70 

8162/3 

80 

10662/3 

90 

1350- 

72 

864 

82 

11202/8 

92 

14102/s 

74 

9122/3 

84 

1176 

•    94 

14722/s 

76 

9622/8 

86 

12322/3 

96 

1536 

78 

1014 

88 

12902/3 

98 

1600*/» 

w 

100 

1666«/s 

Für  das  Eigengewicht  G  ist  zu  rechnen,  bei  trockenem 
Eichen-  und  Eschenholz  .  .  1360  Pfund  pro  Cub.-Meter, 
Lerchen-  und  Fichtenholz  .  940 
Tannen-  und  Kiefernholz  .  1120 
Buchenholz 1500 


ff 


ff 


>» 


>> 


»» 


>» 


»» 


» 


>» 


SV 


Belastungstafel. 


?4 
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1 


Art  der  BeUstaBf. 

1 

1 

• 

U 1- V 

<ki 

2. 

1 

u r^ > 

o 

i 

A> 

O. 

» 

^ _]^ ^ 

\ 

4 

w----^ -^ 

5. 

1 

«. 

\ 

«---%--Ha 

6. 

♦ JL 4. 

A 
'« 

7 

« 

A. 

• 

^ J 

1 

f V 

^                -J^ 

• 

J 


371 


Tngknilt  InPfiuidMu 

/ 

X 

Q-W      VjG. 

Q  — 2W      G. 

Q,==2W-G. 


Q,  =  2(W-Q)~G 


Q  =  W 


Q,  +  G 


Q,  =  2W-Q-G 


Q  =  2W  — Q,  — G. 


Q-=4W-y. 


Q,  =  8W  — G. 


24 


a72 


Art  der  BelMtnng. 


8. 


(Lf 


'<-J^/i-^iL 


9. 


i 

'4 


1^" 


I 


^ 


10. 


A 


i^*^-. 


11. 


I 


F 


>.a 


I 


12. 


H- 


^A 


13. 


0. 


^ ^ 


14. 


Tragknn  ■■  Pfiml«.. 

Q,  =  8W  — 2(J-G 

Q-.W-AfO. 

Q,  =  12W  — G. 

Q,-12W->l.(J-8 

Q_8W-'/.«l,  +  G). 

Q^8W  — VsG- 

Q-i'/.W-'/.O. 

Q,  =  8W-G, 

(J,_8W-'/,(j-8 

(j_»;.w~'/.((j, +  ni- 

4 
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t  "1 


15. 


16. 


17. 


18. 


Art  der  BelMlaiig. 


i 


^ 


F'fFT 


A 


Tragkraft 


"'r-^a     -f- 


«/ 


M 


<^ :fy,-^>U-:::-:A^^ 


G 


Q=my2WG—  ^-m, 


Qo=W 


m' 


m  — 1 


G 
2' 


A/ad^  Ai 


^ 


7ä 


Bl»  OR  flirr 


Ix 


^7n 


■i'OkiQ.Bo 


Q=in(V2W(Q,+G) 

-       _  .Q,  +  6  \ 

2       )' 
Q,  =  2W 


Qo=w 


m«        Q,+G 
m — 1 


o      » 


Q„  =  2W 


m" 


m— 1 
-Ö-2Q, 


875 


In  Pftanden. 


Q,  =  2W  — —  Q  — a 


m 


Q  =  mlW-A+£ 


•) 


Q  =  Wm ^r-. 


giltig  wenn-g-<y-, 

Bruch  zwischen  Q  und  Mitte. 


^Itig  wenn-ö->y, 
Bruch  bei  Q. 


giltig  wenn  K-Xa^T"'    ^'^^ß^  ^®i  Q- 


giltig  wenn  ö;^<^. 

Brach  zwischen  Q  und  Mitte. 

gutig  wenn  ^<^, 

Bruch  zwischen  Q  und  Mitte. 

Q     =C 
giltig  wenn  ^  7  n^T~*    Bruch  bei  Q. 
Vif  +  ^     1, 
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irt  der  BelMtaag. 


9J 


OD 

o 


CO 

II 

G? 


.3 

P 


CO 
lO 

II 

H 

d 

E 
p 


II 

.s 
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Tragkraft  in  Pftiiid«ii. 


Ist  Q,  gegeben,  so  nehme  man  für  den  horizontalen 
Balken  ab: 

bei  den  Hölzern  ad  a  Seite  363  Z  =  ^' ^. 

38 

bei  den  Hölzern  ad  b  Seite  363  Z  =  %}^. 
bei  den  Hölzern  ad  e  Seite  363  Z  =  %^. 

V 

Q  L 

bei  Schmiedeeisen Z  =  ? '— . 

ol2 

Q  L 

bei  Gusseisen •  Z  =  -'    . 

X  und  y  berechne  man  nach  den  Formeln  der  Druck- 
und  Zugfestigkeit. 
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Avfla^r  -  Bracke 

• 

•»IS 

« 
••»j* 

- 

•HS 

OS 

•«Iß 

OS 

«IS 

« 

5i8 

* 

qi 
* 

A 

08 

1 
«8 

Die  Auflager-Pankte  haben  gleiche  Entfemong  unter- 
einander und  liegen  horizontal.  Der  Träger  ist  frei  auf- 
gelagert und  incl.  Eigengewicht  gleichmässig  mit  Q  ^ 
lastet. 


..*j 


nr.    Eonstniktion  der  Fachwerkträger. 


Die  nachfolgenden  Figuren  geben  die  bei  gewöhnlicher 
Fachwerkskonstruktion  in  den  Stangen  des  Trägers  auf- 
tretenden Spannungen  und  Pressungen  an. 

Die  Berechnung  der  Querschnittsdimensionen  dieser 
Verbandstücke  folgt  nach  I  und  II. 


V 


> 
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Träger -Mitte. 


CD 

fH 
S> 

bD 

H 

09 

a> 

d 

es 
-*» 

1 

•TS 


d 
a> 

a 

a 
a 

c8 


ft,;»» 

-^ 

.y 

0^ 

/ 

/-^■s 

6^ 

,           / 

>*• 

•7 

R< 

/ 

/ 

/-n^ 

7 

/-»^ 

*< 

J 

Ob 

4/* 

b.'o> 

/-»^ 

R,  PI 


^ 
»i 


I 


I 


OS 

I 


"f— - 


R,  <M 


Obergurtung  belastet. 


— V 


50 

sei 


an 

-•1-4 

<x> 

<x> 
5c 

«d 

08 


0 
<x> 

P4 
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Träger -Mitte. 


iT- 


Ol 


o» 


A 


tlft- 


I 


/; 


m-- 


HL-' 


% 


ÄLzjm 


<■ ^— 


a 


o 

M 

ca 


QQ 

O 


I 


94        I     ^4 

«y  00 


9% 


^ 

tJ3 

Oi 

0 

1 

^    O 
CT*  1-t 

1 

te3 

Ä 

P4 

a> 

- 

« 

üntergurtung  belastet. 


f 

L 
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rf«/l    - 

\/ 

Ob 
>* 

X^\. 

• 

DO 

»1 

0« 

y'^        \^ 

X        *^         X 

bc 

Ny^                  y^ 

:c3 

>w            ^^ 

h4 

Eh 

^ 

•o 

Ä\ 

>t( 

/%\ 

•^H 

^r                             ^^ 

« 

■                        X 

\       ?/-      / 

ttO 

X^               y^ 

fl 

X.           y^ 

c6 

^^           ^r 

-*» 

^ 

x^  ^^ 

OQ 

0» 

;?^ 

«> 

'Ö 

y*^             X. 

d 

«< 
»» 

^                             X 

\       «^       y 

d 

■  N.                  y 

o 

N.               >^ 

d 
d 
d 
d 

<>%. 

08 

j/^                  \^ 

dl 

y^                    X,^ 

no 

<** 

ViÄ 

\       '^        y^ 

^   X           X 

^•^V                    ^r 

—- ^'     \^y^ 

Träger-Mitte. 


d  + 

-    '^ 

\y 

Z 

K 

t 

1 

1 

\ 

^   -^ 


ttf 


dtl^g  - 

Obergurtung  belastet. 


\    / 

< 

^x: 

^ 

*5äv 

1 

/^X 

V 

^      * 

^ 

8\ 

/ 

•  ^'•^              ^W                                     ^^ 

■     <1 

"^Sk  jic 

•       0» 
1 

::j 

a. 

0« 

• 

er* 

1 

s 

*=-< 

• 

0» 

7^ 

o 

<D 

o 

^        n 

&4 

B     \ 

0» 

«    ^ 

7^ 

«IH 

l-H 

o 

h 

PI« 

C)0 

e< 

^  O*  (X> 

o» 

08        o 

f— !       2 

a>     — . 

«  "^i 

II 

-    «5 

l 

» 

to 

ft« 

d 

o» 

»08  t-H    o 

73  ö*  0« 

Q)        11 

-^    i 

Ä         *** 

», 

1 

0» 

üntergurtung  belastet. 


■*• 


-     / 


•<  «* 


00 

H 

80 

a 
«> 

bf) 

0 
08 

0 
O 


0 
bc 

CS 


«iP* 


aas 

Träger-Mitte. 


^? 


a«o« 


•«s  |o* 


L 


Ober-  u.Untergurtang  belastet. 


r-T      CT* 
II         II 


00 

o 
o 


'S 

p— 1 

S 

^ 

1 

'ß 

Eh 

F— 1 

P< 

1 

2 

- 

M 

P— 1 

• 

00 

C5 

fl 

o 
in 

"to 

»H 
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Träger-Mitte. 


OQ 

f-i 

bD 

OQ 

a> 

a 

•  rl 

eis 


es 


Ol 


CO 


o 


00 


^^ 

^^^ 

^>v^ 

<^ 

-^n;^ 

^-^ 

üntergurtung 
belastet. 


OD 

I     (M      6 

OQ 

o 

<9 


<       § 


S    o^ 


o 

M 

• 

P 

bh 

P4 

CA 

tu 

O 

a 

U 

ci 

•f 

P4 

m 

ei 

II 

o 

m 

-*s 

dg 

Obergurtung 
belastet. 
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Trftger-Mitte. 


dß 

Untergurtung 
belastet. 


1 


05 

CO 


SS 

I 


Obergurtung 
belastet. 


i=^    ä 


<M 


m 

o 


fl   jz; 


o 


o 


-^ 

t)0 

2S 

0 

1 

P4 

1 

a> 

•4 

PQ 

<< 

-«1 

• 

a> 

L, 


25 


B86 


Trfiger-Mitte. 


OQ 

a> 
H 

OQ 

cd 

TS 


OS 


Unter^urtung 
belastet. 


n 


P4       » 

11   i 

<X> 
■*» 

o 
ei 

M 

o 

'S    *=^ 

^    B 


Obergurtung 
belastet. 


r  ■* 
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Träger-Mitte. 


OQ 

$•* 
<D 

:e3 

OQ 

ee 

OQ 
o 


a 

bc 

ei 
ei 

es 
OQ 


^01 

Untergurtung 
belastet. 


1 


p^ 

» 

•^ 

ca 

• 

CO 

S^ 

1 

© 

1 

© 

1:1 

p4 

;z; 

a> 

< 

"8 

00 
CO 

o 

^  ^1 

• 

Ph 

» 

bo 

s 

'S 

d 

-«J 

□Q 

p^ 

CO 

CO 

1 

1-H 

»-H 

O 

1 

PQ 

<«i 

© 


Obergurtung 
belastet. 


25* 
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Untergurtung  belastet. 
Träger-Mitte. 


an 

<o 

u 
H 

a> 

•i-i 

<x> 

a 

08 

GQ 

d 


d 

bo 

d 
d 
d 
d 


pH 


'S 

• 

d 

• 

a> 

o 

o 

•+3 

.   o 

Cd 

o 

d 

P4 

pLi 

M 

2 

d 
d 


<*J    ^ 


7     Ä 


rV.  Konstruktion  der  Hänge-  und  Sprengwerke, 
der  eisernen  tmd  hölzernen  Dachverbände. 


Hinge-  und  Sprongwerke^ 

-f-  bedeutet  DruckspannuBg, 
—  bedeutet  Zugspannung. 


.<ß 


a 


.  ^  AtfotoC^ 


Q   bedeutet   die  gleichmässig  auf  a  b  vertheilje  Be- 
lastung. 


Q  bedeutet  die  gleichmässig  über  a  b  vertheüte  Belastung. 
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Q  bedeutet  die  über  a  b  gleichmässig  vertheilte  Last. 


^ — ^aWftso* 


Halber  Daehstuhl. 


Q  bedeutet^die  Belastung  des  halben  Binders. 

Dächer  von  Eisen,'  resp.  Holz  und  Eisen. 

Q  Belastung  eines  Sparrens, 
+  bedeutet , Druckspannung, 
—  bedeutet  Zugspannung. 


Spannung  in: 


—  _9^ 


1==  + 

h  =  ± 


2h* 
Qs 

h* 


^  Für  s  =  0,  ist  statt  h  ein  Hängeeisen   von  1,5  Ctm. 
Stärke  anzuwenden. 

Das  .System  ist  anwendbar  bis  zu  8  Meter  Spannweite. 


'j 


891 


• 

> 

1 

sJLy, 

b  —  halbe  Dachbreite 

Spannung  in: 

13  Qb 
^           82    r         ^^ 

^,           „^^Q(13m+10n) 

s 

•v 

d=  +  »/. 


unten  in  1  ■=  +  ^^ 


Qb 

CÖ8. /J 
COS.  «' 


Hängeeisen  h,  falls  erforderlich  1,5  Ctm.  stark. 
Das  System  ist  anwendbar  bis  15  Meter  Spannweite. 


L- 


-i** 


892 


•   ?t 


Spannung  in: 


Qb 


X"  =«  —  "/w  • 


,m. 


r 
Qb 

r  ' 
Qb 


11/       Q^ 
y  =  —  *  Veo  •  — , 


d  =  +  "/ao  • 


d'  =  +  "/ 


20 


Qb 

Qb 
1  • 

Qb 
1  ' 


h  =  — 


;  COS.  ß 


unten  in  1  =  +  z/ 

COS.  » 

Bis  20  Meter  Spannweite  brauchbar. 
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rj.x        tj^d       Vj,d' 


Spannung  in: 


X'   =  — W/46.^«^, 


rit 


41 


h''  als  Hängeeisen  »=  1,5  Otm.» 
,  ,.        Q(llh+15s) 


d    -  +   "/ 


90  • 


d'  =  +  »/»     „  , 


unten  in  1  =  +  -<^  • 


Qb 
t  ' 

Qb 
t' 

COS. /9 


eos. « 


Das  System  ist  bis  20  Meter  Spannweite  anwendbar. 


r 
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rj_x'' 


Spannung  in: 


Ob 
x'  =  — 0,450-^^=^^, 


x''  =  —  0,379  . 


r 
Qb 


x'"=  — 


Qb 
2  h* 


z  =  —  0,071 


Qb 


Q  b  (0,2  b  +  0,05  m) 
^  r(b  — m) 

,,_        Q  b  (0,129  b  + 0,121m) 
^  r(b-m)        ,     '' 

d'  -=  +  0,285  .  ^. 

Qb 


d"=  +  0,514 


1  '   ' 


unten  in  1  =  -j-  ^ 


COS.  ß 


COS.  « 

Hängeeisen  h  =  1,5  —  2  Ctm. 
Anwendbar  bis  25  Meter  Spannweite. 


B95 


Die  gezogenen  Stangen  berechne  man  mit  1600  Pfd. 
3)ro  DCtm.  nach  den  Regeln  fiar  gezogene  Verbandstücke, 
die  gedrückten  dagegen  als  Streben. 


Hölzerne  Dächer  konstruire  man  für  verschiedene 
Spannweiten  nach  dem  beigefügten  Schedia,  worin  die 
Spannweiten  im  Meter  maass  angegeben  sind. 


<4^^* 


^ 


ö 


n—it 


^ 
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Y.  Eonstraktion  der  Mauern  und  öewölbe. 


Mauerwerk. 

■ 

1.  Zulässige  Belastung: 

in  Fundamenten    .     .     100—150000  Pfd.  pro  DMet. 
in  steigendem  Mauerwerk  30 — 60000     „      ,,      „ 

2.  Druck  des  Gebäudes  auf  den  Baugrund: 

pro  1  Cub.-Met.  Mauerwerk  3200  Pfd. 
„    1  GMet.  Decke   .     .     .  1000     „ 
„1      „  •    Gewölbe    .     .  1500    „ 

3.  Mauerstärken. 

Bedeutet: 

t  die  Gebäudetiefe,  - 

hl  hs  hd  die  Stockwerkshöhen  von  oben  gerechnet. 
31  SS  S8  die  entsprechenden  Mauerstärken, 
so  ist: 

_  t        hl 

^'  ""  40  "^  25' 

_  t         hl  +  b« 

''"'40'*"        25      ' 

t     ,    hl  +  ha  +  ha 

S8  =  77^  + 


40   •  25 

u.  s.  w. 


i 

[ 


398 


Freistellende  Mauern  erhalten  mindestens  Vis  bis  Vi 
ihrer  Höhe  zur  St&rke. 

4.  Futtermauern. 

Bedeutet:    h  die  Höhe  der  Mauer, 
h    „    obere  Dicke, 
B    „    untere  Dicke, 
«    „   den  Neigungs--^  der  Böschung, 
80  hat  man: 


für  tang. «  — 

V5 

v« 

Vb 

Vio 

Vl2 

V»o 

B 
h 

0,308 

0,301 

0,294 

0,291 

0,289 

0,286 

b 
h 

0,108 

0,135 

0,169 

0,191 

0,206 

0,536 

0 
0,285 

0,285 


Nach  einer  praktischen  Kegel  gibt  man  einer  Futter- 
mauer oben  0,5  bis  1  Meter,  unten  ^/s  der  Höhe  zur  Starke. 

^  Bei  Erschütterungen  gibt  man  den  Futtermauern  unten 
eine  grössere  Stärke,  man  pflegt  die  angegebene  untere 
Stärke  dann  in  der  Mitte  zu  nehmen. 

5.  Gewölbestärken  (allgemeine  Kegeln). 

Bezeichnet: 
8  die  Gewölbestärke  im  Schlussstein  in  Metern, 
1  die  Spannweite  in  Metern, 
80  nehme  man: 

a)  Bei  Anwendung  von  Ziegeln: 

«.  Für  halbkreisförmige  Gewölbe: 

wenn  sie  im  Scheitel  horizontal  abgeglichen  sind, 

S  =  V48  1, 

wenn  sie  bis  zur  halben  Höhe  hintermauert  and 
im  Bücken  parallel  der  Leibung  abgeglichen 
sind,  s  =  */86 1, 

wenn  sie  bis  zur  halben  Höhe  hintermauert  und 
von  hier  bis  zum  Seheitel  yerjüngt  abgeglichen 
sind,  s  =  Vis  1  (am  Widerl.  s  ==  Vs«  1). 


^i 
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ß.  Für  flaehe  Gewölbe:   s  -=  0,0694  r  +  0,814, 
wenn  r  den  Krümmnn  gshalbmesser  am  Scheitel 
in  Metern  bezeichnet. 

b)  Bei  Anwendung  von  Bruchsteinen  nehme  man  1,6 
der  Gewölbestärken  aus  Ziegelsteinen. 

c)  Bei  Anwendung  von  Schnittsteinen,  unter  der  Vor- 
anssetzung,  dass  das  Gewölbe  a^l  Widerlager  doppelt  so 
stark  als  am  Schlussstein  ist: 

«.  Bei  starken  Brückengewölben  s  =  0,314  +  Va*  1. 
ß.  Bei  mittelstarken  GeiWölben  s  =  0,157  +  7*8 1. 
y.  Bei  unbelasteten  Gewölben      s  =  0,078  +  Vm  !• 

6.  Widerlagsstärken. 

Als  unge^ihren  Anhalt  kann  man  die  Widerlagsstärke 
annehmen: 

bei  halbkreisförmigen  Bögen  .  .  . 
bei  halbkreisförmigen  Gewölben  .  . 
bei  flachen  Bögen 


hei  flachen  Gewölben 


bei  scheitrechten  Bögen  und  Gewölben  -^ 


1 

1 

5 

5V2 

1 

1 

SV« 

6 

1 

'  1 

SV« 

4V2 

1 

1 

3^2 

5 

1 

1 

7.  Das  Tonnengewölbe. 

Schlusssteinstärke  bei  6  Meter  Spannweite  und  darunter 
V2  Stein,  darüber  1  Stein.     Alle  2—3  Meter  ist  ein 
-     Gurtbogen  anzulegen. 
Widerlagsstärke  wie  ad  6. 

8.  Bas  Kappengewölbe. 

Breite  der  Gurtbögen  IV2  bis  2  Steine. 
Schlusssteinstärke  derselben  bei  ^A  Pfeilhöhe : 
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»» 


»» 


9f 


bis  2  Meter  Spannweite  1   bis  17*  Btein, 
von  2    „    3,5  „  „  IV2,,    2 

„    3,5  „    6,0  „  „  2     „    2V« 

„    6,0„    9,0  „  „  2V«„    3 

Gurtbögen,  die  ausser  den  Kappen  keine  weitere  Be- 
lastung zu  tragen  haben,  können  V^  ^^^  Spannweite  zum 
Pfeil  erhalten. 

Schlusssteinstärke  der  Kappen  bei  ^/e  bis  ^/is  Pfeilhöhe : 
bis  4  Meter  ...     7*  Stein, 


»r 


»» 


Widerlagsstärke  für  die  GurtbÖgen  =  V»  —  ^U  der 
Spannweite,  je  nach  der  Belastung.  Widerlagsstärke  f&r 
die  Kappen  =  ^U  —  7*^  ^^^  Spaftnweite,  jedoch  nicht  unter 
IV«  Stein. 

8.  Das  Kreuzgewölbe. 

Bei  einer  Spannweite  bis  zu  7  Meter : 

Gewölbstärke  der  Kappen  =  V«  Stein, 
„  der  Grate      =1      „ 

Bei  einer  Spannweite  von  7 — 10  Meter: 
Gewölbstärke  im  Scheitel    .     .     V»  Stein 

„  »         am  Kämpfer  .     .     1 
Stärke  der  Grate  im  Scheitel  .     1 
„      „        „     ain  Kämpfer      IV« 

Bei  einer  Spannweite  von  10 — 20  Meter : 
Gewölbstärke  im  Scheitel     .     .     1  Stein, 

„  am  Kämpfer  .     .     1^/j  „ 

Stärke  der  Grate  im  Scheitel  .     IV«  1, 
„        „        „     am  Kämpfer     2      „ 
Stich  der  Kappen  ^/so  bis  ^/»o  ihrer  Länge. 

Die  Widerlagsstärke  beträgt: 
bei  halbkreisförmigen  Gewölben  V*  —  V«  \  der  Dia- 
bei  spitzbogenförmigen      „  ^Is  —  Vt  /    ganate. 

Bei  Widerlagern,  die  höher  als  3  Meter  sind,  ist  die 
Stärke  um  V«  —  Vio  der  Höhe  zu  vergrössem. 


»» 


»» 


»» 
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D.  Das  Klostergewölbe. 

Gewölbstärke 

bis  4  Meter  Spannweite  =  ^/s  Stein, 
»»    ^    V »)  tf  ==     1     )y 

Widerlagsstärke ,  bei  rechtwinkeliger  unregelmässiger 
Grundform  wie  ad  7.  Bei  regelmässigen  Polygonen 
Vs  der  Werthe  ad  7. 

10.  Das  Böhmische  Kappen-  und  Spiegelgewölbe. 

Pfeilhöhe  =  Vio  der  Diagonale, 
Spannweite  bis  5,5  Meter, 
Gewölbstärke  =  ^/j  Stein, 

Widerlagsstärke  =  ^^4 — ^/s    der  Spannweite,   jedoch 
nicht  unter  2V«  Stein. 

11.  Kuppelgewölbe. 

.Gewölbstärke:  im  Sehluss  am  Kämpfer 

bis  4  Meter  Spannweite     V«  Stein  V«  Stein 

von  4  „   6     „  „  1        „  1 

,,    0  - ,,    o      ,,  ,,  1        ,,  1/4     >> 

,,     O     ,,  10        .,  ,,  1  /Ä     ,,  ^  ,, 

Widerlager  V« — Vs  vom  Durchmesser. 

12.  Unterwölbung  der  Treppen. 

a)  Tonnen-  oder  Kappengewölbe: 

Pfeilhöhe  =  ^/s — ^/n  der  Spannweite; 
Gewölbstärke  im  Scheitel  bei  2  Meter  Spannweite 

=  V«  Stein,  darüber  1  Stein; 
Widerlager  ==  Vs  der  Spannweite  und  nicht  unter 

P/2  Stein. 

b)  Kreuzgewölbe: 

Stärke  der  Kappen  =  Va  Stein; 

„      der  Grate  bis  2  Meter  «=  1  Stein,  darüber 
IV«  Stein; 
Widerlagsstärke  =»  V*  —  V&  der  Diagonalhöhe. 
Widerlage  sind  wie  ad  8  zu  verstärken. 

26 
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1*1.  Ausrüstung  der  Gewölbe. 

Bögen  und  Gewölbe  in  Kalkmörtel  nach  2 — 3  Wochen^ 
in  Cementmörtel  nach  3 — 4  Tagen. 

Die  Senkung  s  nach  dem  Ausrüsten  betragt,  wennW 
die  Spannweite  und  h  die  Pfeilhöhe  bedeutet, 
bei  hängendem  Lehrgerüste: 

8  =  0,01  bis  0,02  (W  — h); 

bei  stehendem  Lehrgerüste: 

s  =  0,005  bis  0,01  (W  —  h). 


YI.  Eonstruktion  der  einfachen  Maschinentheile, 

.der  hydraulischen  Motoren,   Dampfmaschinen, 

Pumpen,  öebläse  und  Dampfhämmer. 


A.    Torsions-Festigkeit. 

Es  bezeichne: 
P  die  auf  Torsion  wirkende  Kraft  in  Kilogr., 
R  den  Hebelarm,  an  dem  P  wirkt,  in  Metern, 
r     „  „  „      „      „      „       in  Centim., 

N  die  Anzahl  der  zu  übertragenden  Pferdekräfte, 
n   die  Anzahl  der  Umdrehungen  pro  Minute, 
d  den  Durchmesser  der  auf  Torsion  beanspruchten  Welle 

in  Centim., 
a  und  b  die  Seiten  des  Querschnittes  eines  auf  Torsion 
in  Anspruch  genommenen  Körpers    mit  recht- 
eckigem Querschnitt  in  Centim., 
k   die  zulässige  Belastung  für  Maschinenkonstruktionen, 
so  hat  man  bei  einfacher  Sicherheit  (halber  Elastici- 
tatßgrenze) 

für  den  kreisförmigen  Querschnitt: 

Pr  =  Vi6.7rkd8  =  V6kd8, 
für  den  rechteckigen  Querschnitt: 

Pr=V6kabya«+b^ 

26* 
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N 
und  ist :  P  R  =  716  —  Kilogr. -Meter. 

n 

Beim   kreisförmigen    Querschnitt   ergibt   sich   bei  s- 
facher  Sicherheit 

für  Schmiedeeisen: 

» 

d  =  0.89 VsPE  =  7,93  1/  s  —  Centim. ; 
für  Gusseisen: 

8 

d  =  1,12  VsPR  =  10,02  1/  s  —  Centim. 

Einfache  Sicherheit  wendet   man   in    der  Praxis 
nur  selten  an. 

2-,  3-  und  4fache  Sicherheit  für  Wellen,  die  durch 
Menschen-  oder  Thierkräfte  bewegt  werden. 

4-,  5-  lind  öfache  Sicherheit  für  Wellen,  die  äwtc^ 
Elementarkräfte  bewegt  werden. 

-  6-,  7-  und  Sfache  Sicherheit  für  Wellen,  welche 
bedeutenden  Stössen  ausgesetzt  sind,  oder  bei  denen  das 
Torsions-Moment  in  Folge  von  Schwungmassen  bedeutend 
anwachsen  kann. 


B.     Einfache  Muchinentheile. 


1-Skala 
iBeitigeni 


u 

d  [      *''»i'i 

ii 

<iD<!e 

^1        d.TO« 

winde 

»■"'—■  i| 

'lLT." 

naf 

Dar.l„o»..ot, 

-1  ■£!;• 

«( 

äSjlÄ 

Krrl,™ 

1  Zül 

f„°^i    II 

^ 

DrthiD. 

1Z«I1 

■    'h  '0,635  0,15 

5 

20 

27. 

5,715 

1,75 

9 

~T 

"/«.OJä*  ü,20 

5'/, 

18 

27. 

6,850 

2.00 

10 

4 

"'e  ',0.952  0,25 

6 

16 

274 

6.685 

2,18 

9V» 

8V. 

V« 

1,111  0.29 

6'A 

14 

3 

2,42 

107. 

8'/. 

'/. 

1,270  0.33 

6 

12 

37* 

8,255 

2,63 

10«/.. 

SV. 

"/. 

1.587  0,44 

6Ve 

11 

37. 

8,890 

2,88 

ll»/e 

SV. 

=/* 

1,905  0,53 

v'h 

lU 

3^/. 

9,525 

3.08 

117. 

3 

'/« 

2,222  0,65 

Th 

9 

4 

10.16 

3,33 

12 

3 

1 

2,540  0,75 

8 

47i 

10,79 

3,55 

127>. 

VI. 

17« 

2.857  0,84 

Tk 

7 

47» 

11.43 

3,80 

12"'/,. 

2'/. 

17. 

3,175  0,96 

%'U 

7 

4"/. 

12,06 

4,03 

137l. 

a-/. 

J7s 

3.492  1,04 

8Vi 

6 

5 

12,70 

4,27 

13»;. 

ä'/. 

17. 

3,810  1,17 

9 

6 

67. 

13,33 

4,58 

13'*/3i 

2'/> 

r/« 

4,127  t,20 

87s 

5 

57» 

13,97 

4,73 

14'/i« 

2*/9 

i'/. 

4,445  1,35 

8'/i 

5 

57. 

14,60 

4,95 

147« 

2'/t 

1'/» 

4,762  1,44 

87« 

47. 

6 

15,24 

6,20 

15 

2'/t 

2 

5,080  '1,66 

9 

47. 

Für  Schrauben  mit  flachgängigem  Gewinde  nehme 
man  die  Anzahl  der  Gewinde  halh  so  gross  als  fflr 
tjchrauben  mit  dreiseitigem  Gewinde. 
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Schrauben-Skala  für  Schrauben  zu  mechanischen 
und  optischen  Instrumenten. 


Durchmesser 
der  Schrauben. 


Anzahl  der  Grange  auf  1  Centim. 


Millüu. 

für  grobes  Grewinde. 

fiir  feines  Gewinde. 

4 

12 

24 

5 

10 

20 

6 

9 

18 

8 

8 

16 

10 

6 

12 

Die  zulässige  Belastung  eines  Schraubenbolzens  vom 
Durchmesser  d  betrage: 

P  =  220  d^  Kilogr.  .(wenn  d  in  Centim.). 

Der  zum  Anziehen  einer  Schraubenmutter  an  der 
Peripherie  des  Schraubenbolzens  wirksame  Druck  ist  circa 
halb  so  gross  als  die  hervorgebrachte  Spannung  im 
Schraubenbolzen. 

Zapfemlair^r. 

Für  gewöhnliche  Zapfenlager  sind  folgende  Verhält- 
nisse passend: 

Durchmesser  des  Zapfens  =  d;  Länge  desselben  =  1 V«  ^5 

Metallstärke  der  Pfannen  =  0,1  d,  im  Min.  =  0,3  Ctm.; 

Höhe  des  Mittelpunktes  über  der  Sohle  =  ^/i  d; 

Stärke  des  Lagerdeckels  ==  */*  d  bis  d. 

Anzahl  der  Deekelschrauben : 

bis  10  Centim.  Durchm.  =  2  Stück  ä  ^Is  d; 

darüber  =  4  Stück  ä  V*  d. 

Entfernung  der  Deckelschrauben  von  M.  zu  M.  1*/«  ^ 
bis  2  d. 
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WelleB,  Zapfen  und  Naben. 

Wellen,   die  auf  Torsion  in  Anspruch  genommen 
werden,  bestimme  man  nach  A. 

Tabelle  über  die  übliche  Länge  von  Zapfen  mit 

dem  Durchmesser  d. 


Anzahl 
der  Umdrehongen: 

bis  100. 

100-250. 

1 

250—500.    j    Aber  500. 

Länge  der  Zapfen: 

iVad 

■ 

lVad-2d 

2d     3d 

3d 

Tabelle  über  die  zulässige  Belastung  von  Zapfen, 

welche   auf  Abbrechen    in   Anspruch   genommen 

werden,  pro  Quadr.-Centim.  Querschnitt. 


Bei  einer  Länge  von: 


Material. 


Kilogr. 
pro  Qa.-Ctm:. 


2d 

Kilogr. 
pro  Qa.-Ctm. 


2V2d 

Kilogr. 
pro  Qa.-Cti]i. 


8d 

Kilogr. 
pro  Qa.-Ctm. 


G];issstahl  .  . 
Schiniedeeisen 
Gusseisen    .  . 


110 
61 
43 


82 
46 
32 


66 
37 
26 


55 
30 
21 


Kann  man  die  Belastung  des  Zapfens  als  gleichmässig 
vertheilt  annehmen,  wie  man  Solches  bei  Kurbel warzen 
anzunehmen  pflegt,  so  sind  die  Angaben  über  zulässige 
Belastung  in  der  obigen  Tabelle  zu  verdoppeln. 

'^    Die  Tragfähigkeit    der    Zapfen   von  gleichem  Durch- 
messer verhält  sich  umgekehrt  wie  deren  Länge. 

Stützzapfen  gebe  man,  wenn  die  eine  der  reibenden 
Flächen  aus  Bronze  besteht,  ^/4,  wenn  die  reibenden 
Flächen  Stahl  sind,  V*»  ^^n  dem  Durchmesser  eines 
schmiedeeisernen  Zapfens,  der  durch  dieselbe  Last  auf 
Bruch  in  Anspruch  genommen  wird,  und  dessen  Länge 
der  Anzahl  der  Umdrehungen  entspricht. 


^». 
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Naben  gibt  man  gewöhnlich  folgende  Verhältnisse: 

a)  Durchmesser  der  Nabe,  wenn  Nabe  und  Welle  an» 

demselben  Material  sind  ==  VU  d  bis  2  d. 
Wenn  die  Welle  aus  Schmiedeeisen,  die  Nabe  au^ 
Gusseisen  =  2  d  bis  2^1 2  d. 

b)  Länge  der  Nabe  gewöhnlich  ^  17*  d  bis  IV2  d. 
Für  Naben,  die  einer  besonders  soliden  Befestigung 

bedürfen,  wie  Schwungradnaben  =  2  d  bis  8  d. 

Naben,  welche  nur  einen  Theil  der  Torsionskraft  der 
Welle  übertragen-,  können  entsprechend  schwächer  werden. 

Federn  und  Keile  für  passend  gebohrte  Naben: 
Breite  =  \/6  bis  Vs  d,  Stärke  =-  ^/s  der  Breite. 

Bezeichnet 
P    den  auf  den  Umfang  der  Riemscheibe  oder  Brems- 

Scheibe  reducirten  Druck, 
T   die  grössere,  t  die  kleinere  Spannung  des  Riemens, 

SO  ist:  T  =  P  4- 1;  t  =  T  —  P. 

Einen  4,4  Millim\  dicken  Riemen  kann  man  pro  Centim. 
Breite  mit  11,5  Kilogr.  belasten. 

Unter  gewöhnlichen  Verhältnissen  pflegt  man  pro 
Centim.  Riemenbreite  0  bis  6  Kilogr.  zu  übertragen. 

Zahnräder. 

1)  Verhältnisse  der  Zähne: 
Bezeichnet  s  die  Zahnstärke  auf  dem  Theilkreise  ge- 
messen, so  pflegt  man  folgende  Verhältnisse  anzunehmen: 
Theilung  des  Zahnes  =  2,1  s. 
Höhe  resp.  Länge  des  Zahnes  =  1,2  s,  im  Maxinnnn 
,0  s. 

Verhältniss  zwischen  Höhe  des  Zahnkopfes  und  Zahn- 
wurzel =«  */?  8. 


.'j.i 
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Breite  des  Zahnes:  Gewöhnlich  4  s  bis  5  s. 
Bei  starkem  Grebrauch  =  5  s  bis  6  s. 
Bei   sehr   schnell   gehenden   Badern,    zur   Ver- 
meidung der  Abnutzung  =  6  s  bis  8  s. 
Für   die  Theilung   wählt  man  mit  Vortheil  einfache 
Bruchtheile  oder  Vielfache,  des  Trfachen  der  Maasseinheit. 
Der   Durchmesser   des   Eades   ist  alsdann   bei   einer 
Theilung  n  n  und  bei  z  Zähnen : 

D  =  n  z. 
2)  Stärke  der  Zähne: 

a)  Gusseiserne  Zahnräder  können  pro  Qu.-Centim. 
Anhaftungsfläche  eines  Zahnes  eine  Kraft  über- 
tragen von: 

73  Kilogr.  pro  Qu.-Centim.  bei  ruhigem  und 
gleichförmigem  Gange; 

36  Kilogr.  plro  Qu.-Centim.  bei  unruhigem 
Gange ; 

18  Kilogr.  pro  Qu.-Centim.  bei  ungleichför- 
migem mit  Stössen  verbundenem  Gange, 
und  wenn  die  zu  übertragende  Kraft  in 
Folge  von  Schwungmassen  bedeutend  an- 
wachsen kann. 

b)  Zahnräder  mit  hölzernen  Zähnen  belastet 
man  mit  15  bis  18  Kilogr.  pro  Qu.-Centim. 

c)  Bezeichnet: 

d  den  auf  Torsion^  berechneten  Wellendurch- 
messer in  Centim., 

b    die  Breite  des  Zahnes  in  Centim., 

r    den  Theilungshalbmesser  in  Centim., 
so  nehme  man  die  Anhaftungsfläche  eines  jeden 
Zahnes : 

Für   gusseiseme  Räder   auf  schmiedeeisernen 

Wellen:       ,        ^  r\     r<    2^ 

s  b  =  —  Qu.-Centim. ; 
r 

für  gusseiseme  Räder  auf  gusseisernen  Wellen : 

d» 
s  b  =  0,7  —  Qu.-Centim. 
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8)  Die  Stärke  des  Badkranzes  wähle  man: 

bei  gusseisemen  Bädern  ===  ^/s  bis  ^/s  der  Zahnstärke ; 
bei  Bädern  mit  hölzernen  Kämmen  =  Vi  bis  *li  der 
Zahnstärke. 

SelmeekeBrMder. 
Bezeichnet 
P  die  an  der  Schnecke  am  Hebelsarm  9  wirkende  Kraft, 
Q  die  am  Schneckenrade  am  Hebelsarm  b  wirkende  Kraft, 
n  die  Anzahl  der  Zähne  des  Schneckenrades, 
so  hat  man  bei  einfachem  Gre winde  theoretisch: 

Pa  =  ^^. 
n 

Wegen  der  Beibung  kann  man  unter  gewöhnlichen 
Verhältnissen  rechnen: 

n 

Kurbel». 

Handkurbeln  gibt  man  folgende  Verhältnisse: 
Badius  der  Kurbel  =  26  bis  42  Centim. ; 
Länge   des  Kurbelgriffs   für  1  Arbeiter  =  26  bis 

32  Centim.; 
Länge    des  Kurbelgriffs    für  2  Arbeiter  =  47  bis 

52  Centim.; 
Durchmesser  des  Kurbelgriffs  =  4  bis  5  Centim.; 
Höhe  der  Kurbelwelle  über  Fussboden  bis  1,1  Met. 
Ein  Mann  arbeitet  an  einer  Kurbel  mit  20  bis  30  Pfund 
bei  1  bis  0,6  Meter  Geschwindigkeit  pro  Sekunde. 

Lenkentuigen. 

Länge  derselben  im  Minimum  =  dem  3 fachen,  ge- 
wöhnlich =  dem  5fachen,  auch  wohl  6fachen  Kuibelhalb- 
messer. 

Querschnitt  derselben,  bei  Anspruchnahme  auf  rück- 
wirkende Festigkeit  nach  11. 
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Balancier. 

Länge  eines  Balaneierarmes  mindestens  ==  dem  IV«- 
fachen  Hube.  Höhe  in  der  Mitte  gewöhnlich  =  ^/s  bis 
Ve  der  Länge. 

WlBdetrommel,  Seile  und  Ketten. 

,   1)  Verhältnisse  der  Windetrommeln. 

Bezeichnet   d   den  Durchmesser   des  Seiles  oder. der 
^  Kette,    so    wähle    man    den    Durchmesser    der    Trommel 
mindestens : 

a)  Für  Hanfseile  =  (6  bis  8)  d,  bei  starkem  Gebrauch, 
wie  bei  Grubenbeförderung  =  (30  bis  50)  d. 

b)  Für  Drahtseile  =  (30  bis  40)  d, 

bei  starkem  Gebrauch  =  (100  bis  150)  d. 

c)  Für  Ketten  ==  (24  bis  30)  d. 

2)  Hanfseile. 

a)  Die  äusserste  Tragfähigkeit: 

für  ungetheerte  Seile  877  Kilogr.  pro  Qu.-Centim.; 
für  getheerte  Seile    .  804      „  „  „ 

b)  Die  zulässige  Belastung;. 

für  Flaschenzugseile    110  Kilogr.  pro  Qu.-Centim.; 
für  Kabelseile    .  .  .    132       „  „  „ 

für  Förderseile  ...      37       „  „  „ 

3)  Drahtseile. 

Zulässige  Belastung: 

für   Förderseile   durchschnittlich    183    Kilogr.    pro 

Qu.-Centim. ; 
für    Kabelseile    durchschnittlich    365    Kilogr.    pro 

Qu.-Centim. 

Allgremeine  Begreln  ffir  Drahtseiltransmissionen. 

1)  Durchmesser  der  Seilscheiben  =  150- bis  200- 
fache  Seildicke. 

2)  Umfangsgeschwindigkeit   der  Seilscheiben  = 
13  bis  23  Meter. 
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3)  Die  Anspannung  im  treibenden  Seile  rechne  man 
gleich  dem  doppelten  zu  überwindenden  Wid^^tande 
und  gleich  der  doppelten  Anspannung  im  getriebenen 
Seilende. 

4)  DuTchsenkung: 

im  treibenden  Seile  bis  ca.   V«  Meter  pro  83  Meter 

Entfernung; 
im  getriebenen  Seile  bis  ca.  1  Meter  pro  33  Meter 

Entfernung. 

5)  Die    Minimal-Entfernung   der  Seilrollen -Axen 
soU  nicht  unter  8  Meter  betragen. 

Schwungräder. 

1)  Umfangsgeschwindigkeit  und  Spannung 

im  Sohwungringe, 
Es  bezeichne: 
V  die  Umfangsgeschwindigkeit    eines  Schwungrades    in 

Metern  pro  Sek., 
P  die  im  Schwungringe  pro  Qu.-Meter  Querschnitt  her- 
vorgerufene Spannung  in  Kilogr., 
p  die    im    Schwungringe    pro   Qu.-Centim.   Querschnitt 

hervorgerufene'  Spannung  in  Kilogr., 
y  das  Gewicht  eines  Cub.-Meter  des  betreffenden  Mate- 
rials in  Kilogr., 
g  die    Endgeschwindigkeit    eines    freifallenden   Körpers 
nach  der  ersten  Sek.  in  Metern, 
dann  hat  man:  v*    * 

p  =  r-. 

g 
Für  gusseiseme  Schwungräder: 

p  =  7250  —  Küogr.  pro  Qu.-Meter, 

p  =  0,074  V*  Kilogr.  pro  Qu.-Centim. 

Man  pflegt  die  Umfangsgeschwindigkeit  der  Schwung- 
räder nicht  über  31  Meter  pro  Sek.  anzunehmen. 
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2)  Der  Durchmesser 

der  Schwungräder  ist  um  so  vortbeilhafter ,  je  grösser  er 
i»t. 

Im  Minimum  sei  derselbe  =  dem  3 — 4fachen  Kolben- 
hub, im  Maximum  so  gross,  dass  die  Maximal-Ümfangs- 
Geschwindigkeit  weniger  als  34  Meter  beträgt. 

3)  Gewicht  des  Schwjingrades. 
Bezeichnet 

N  die  Grösse  der  Maschine  in  Pferdekräften, 
n  die  Anzahl  der  Umdrehungen  pro  Min., 
V  die    Umfangsgeschwindigkeit    des    Schwungrades    in 
Metern  pro  Sek., 

so  hat  man  das  Gewicht  des  Schwungrades: 

G  =  «  50  ^  Kilogr. 
n  v^ 

Der  Werth  des  Koeffizienten  «  ist  von  der  Konstruktion 
und  Wirkungsweise  der  Dampfmaschinen,  sowie  von  der 
Art  der  zu  betreibenden  Maschine  abhängig. 
»       Für  doppelt  wirkende  Dampfmaschinen  mit  1  Cylinder 
wählt  man: 

a)  Wenn  die  zu  betreibenden  Maschinen  keine  grosse 
Gleichförmigkeit  in  der  Bewegung  erfordern  und 
einen  ziemlich  gleichmässigen  Widerstand  äussern, 
wie  Mahlmtihlen,  Pumpen  etc.: 

«  =  5000. 

Erfolgt   der   Betrieb   aber   mittelst  Zahnräder,    so 
nehme  man  mindestens: 

«  =  10000. 

b)  Wenn  die  zu  betreibenden  Maschinen  sehr  grosse 
Gleichförmigkeit  erfordern,  oder  mit  sehr  veränder- 
lichem Widerstände  arbeiten: 

a  =  30000. 

Die  letzte  Angabe  passt  gut  für  Walzenzugmaschinen. 
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Für  Schwungräder  der  Zwillingsmaschinen  genügt 
unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  ^/s  bis  ^/lo  des  Ge- 
wichtes der  Schwungräder  für  Maschinen  mit  1  Cylinder^ 
wenn  nicht  der /Veränderliche  Widerstand  der  zu  betreiben- 
den Maschinen  ein  grösseres  Schwungrad  bedingt. 

Schwungräder,  welche  zur  Ausgleichung  des  veränder»- 
Heben  Widerstandes  von  Arbeitsmaschinen  dienen,  bringe 
man  den  Punkten,  wo  die  Sj'aftabnahme  stattfindet,  mög- 
lichst nahe. 

Sehwnngkngel-BeinLlator. 

1)  Watt'scher  Eegulator. 

Bezeichnet 

L  die  Länge  eines  Pendelarms  in  Metern, 

1  die  Länge  der  Hülsenstangen  in  Metern, 

«  den  Winkel,  den  die  Pendelarme  mit  der  ümdrehungs- 

axe  bilden, 
P  das  Gewicht  einer  Kugel  incl.  dem  halben  Gewicht 

einer  Pendelstange  in  Kilogr., 
Q  das  Gewicht  der  Hülse  incl.  dem  auf  die  Hülse  re- 

ducirten  Gewicht  des  Stellzeuges, 
n  die  Anzahl  der  Umdrehungen  pro  Min., 

dann  ist: 


<50  l/     &        /.   .     Qi 


"       27t  y  Leos.«  i^"^  PL 


für  «  =  30^  und  wenn  Q  =  0  hat  man: 

n  =  57%=^  .  (b  =  32^-,  wenn  L  in  Meter). 

Li  L 

Gewöhnlich  nimmt  man  L  gleich  dem  Cylinder-Durch- 
messer  der  Dampfmaschine  und  den  Durchmesser  der  Engel 
gleich  0,3  L. 

Die  Umdrehungszahl  n  kann  grösser  oder  kleiner  wer- 
den, indem  man  Q  vergrössert  oder  verkleinert,  d.  h.  die 
Hülse  belastet  oder  entlastet. 
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2)  Verbesserter  Watt'scher  Regulator. 

Bezeichnet 

L  die  Länge  eines  Pendelarms  in  Metern, 

a  den    Abstand    der    Aufhängepunkte    von    der    Um- 

drehungsaxe, 
«  den  Winkel,  den  die  Pendelarme  beim  tiefsten  Stande 

der  Kugeln  mit  der  Umdrehungsaxe  bilden, 

dann  ist  a  so  zu  wählen,  dass  die  Projektion  des  Pendel- 
atückes  vom  Mittelpunkt  der  Kugel  bis  Durchschnittspunkt 
mit  der  Umdrehungsaxe,  auf  die  Umdrehungsaxe  (L  •  cos.  « 
—  a  cotg.  «)  ein  Maximum  ist. 

Man  hat  alsdann  a  =*  L  (sin.  «)'. 
Für  «  =  SO*'  ist  a  =  1^,  für  «  =  25<'  ist  a  =  0,076  L. 


X 


C.    Hydraulische  Motoren. 
Wasserräder. 

1)  Bezeichnet 

H  das  GeföUe  in  Metern, 

Q  den  Wasserzufluss  in  Cub. -Metern  pro  Sek., 

so  ist  die  absolute  Wasserkraft: 

i^^  Pferdekräfte. 

Der  Nutzeffekt  ist  bei  guter  Konstruktion: 

für  unterschlächtige  Räder 0,30  bis  0,35, 

„  Kropfräder 0,40  „   0,50, 

„  Ponceleträder 0,60  „   0,65, 

„  Schaufelräder  mit  Ueberfall-Einlauf  0,60  „    0,65, 

„  „  mit  Koulissen-Einlauf  0,65  „   0,70^       ^ 

„  rüeksehlächtige  Zellenräder 0,60  „    0,70,  n 


^ 
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für   oberdehlächtige  Bader  mit  geriiigem 

Gefälle 0,50  bis  0,60, 

„    oberschlächtige  Bäder  mit  mehr  als 

5  Meter  GefäUe i),60    „    0,70. 

2)  Die  Umfangsgeschwindigkeit  pro  Sekunde 
betrage : 

far  unterschlächtige  Bäder  =  1,77  V  H  Meter, 
„  Kropfräder  =^  2  Meter, 

„  Ponceleträder  =  0,65  V 2gh  =  2,44  VH Meter, 
„  Schaufelräder  mit  Ueberfall-Einlauf  :==  1,4  Meter, 
„  „  mit  Eoulissen-£uilaaf=  1,6  Meter, 

„  rückschlächtige   und  obersehJUchtige  Bäder  =  13  bis 
1,5  Meter. 

3)  Der  Halbmesser  betrage: 

für  unterschlächtige  Bäder  =  2  bis  3,8  Meter, 
„  Kropfräder  =  1,5  H  bis  2,5  H, 
„  Ponceleträder  =  2  H, 

„  Schaufehräderxmit  Ueberfall-Einlauf  =  1,25  H  bis  1,5  H, 
„  „  mit  KonlisseB-EäiikMif  =  H, 

„  rückschlächtige  Bäder  =  ^/s  H, 

„  oberschlächtige  Bäder  =  V«    H — 4 

wenn  v  die  Umfangsgeschwindigkeit  in  Metern  bezeiehnet. 

4)  Die  Füllung  oder  das  Verhältniss  zwischen  dem 
Volumen  der  Wassermasse,  welches  ein  Sehaufel- 
oder  Zellenraum  aufzunehmen  hat  und  dem  Volu- 
men eines  solchen  Baumes,  betrage: 

für  Schaufelräder  =  V»  bis  V«» 
„  Zellenräder  =  V»  bis  V«- 
Bezeichnet 
a  die  radiale  Dimension  der  Zellen  in  Metern, 
b  die  Breite  des,  Bades  in  Metern, 
Y  die  Umfangsgeschwindigkeit  in  Metern  pro  Sek., 

so  beträgt  die  Füllung  ==      ,      . 

abv 


V« 
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5)  Die  radiale  Dimension  der  Zellen  nimmt  man 
gewöhnlich  zwischen  folgenden  Grenzen : 

bei  ober*  und  rückschlächtigen  Rädern  =  29  bis  31  Centim., 
Kropfrädem  =  31  bis  42  Centim., 
unterschlächtigen  und  Poncelet-Rädem  =  31  bis  52  Ctm. 


n- 
»» 


Tarblnen. 

1)  Zweckmässige  Anwendung: 

a)  bei  sehr  kleinen  und  bei  sehr  grossen  Gefällen, 

b)  bei  grosser  Geschwindigkeit   der  zu  treibenden 
Arbeitsmaschinen, 

c)  bei  veränderlichem  Unterwas&er. 

Für  massige  Gefälle  eignen  sich  am  besten  die 
HenscheFschen  (Jonvarschen)  Turbinen.  Bei  hohen  Ge- 
föllen  und  geringen  Wassermengen  sind  die  Poncelet'scben 
Turbinen  zu  empfehlen. 

Zur  Erzeugung  von  veränderlichen  Geschwindigkeiten, 
bei  unreinem  Wasser,  auch  bei  sehr  variablem  Gefälle  sind 
Turbinen  nicht  zu  empfehlen. 

2)  Der  Nutzeffekt  beträgt  bei  guter  Konstruktion: 

für  Stossturbinen  0,30  bis  0,35; 
„  schottische  Turbinen  0,50  bis  0,60; 
„  Poncelet'sche  Turbinen  bei  Gefällen  von  16  bis 
100  Meter  im  Mittel  0,60; 
Foumeyron'sche  und  HenscheFsche  (Jonvarsche) 
Turbinen  0,70  bis  0,75. 


if 


\ 

27 


[. 
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D.    Dampfkessel. 

Tabellen  über  die  W&ndstärken  undDurclmiesser 
für  Dampfrohre,  Dampfkessel  und  Dampf-  ^ 

cylinder. 

a)  Schmiedeeiserne  Dampfkessel  un^  -Eohre  mit 

innerem  Druck. 


Diitaipf-UeberdniclE  in  Atm«8p]iiren  : 
1   IVa  1  2   21/2   3   31/a   4   4Va   5   6   7   8   9   10 

Grösster  zulässiger  Dorchmessex  in  Centimeteni: 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

160 
244 
330 

103 
159 
215 
272 

79 
121 
162 
204 
245 
286 

63 
96 
129 
163 
196 
230 
263 

53 
80 
107 
135 
162 
190 
217 
244 
272 

45 
69 
93 
116 
140 
164 
188 
211 
235 
259 

39 
60 
81 
101 
122 
143 
164 
184 
205 
226 
247 
267 

35 

58 

72 

90 

109 

127 

146 

164 

182 

200 

219 

237 

256 

31 

48 

64 

81 

98 

114 

131 

147 

164 

181 

197 

214 

231 

26 

40 

54 

68 

82 

95 

109 

123 

137 

151 

165 

179 

193 

22 

34 

46 

58 

70 

81 

93 

105 

117 

129 

141 

.153 

165 

20 

30 

41 

51 

61 

71 

82 

92 

102 

112 

12s 

133 

143 

18 

27 

86 

45 

54 

68 

72 

81 

90 

99 

108 

117 

126 

16 
24 

32 
40 
49 
57 
65 
73 
81 
89 
97 
105 
114 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 


b)  Gussstähleme  Dampfkessel  und  -Eohre  mit 

innerem  Druck. 


271 

179 
254 
329 

185 
190 
245 
300 

106 
150 
195 
239 
283 

89 
126 
162 
199 
235 
272 

77 
109 
140 
172 
204 
235 
267 

67 
95 
122 
150 
177 
205 
232 
260 

59 
84 
108 
133 
158 
182 
207 
231 
256 

53 
75 
97 
119 
142 
164 
186 
218 
230 

45 
63 
82 
100 
118 
136 
155 
173 
191 

38 

54 

79 

85 

101 

117 

133 

148 

164 

33 

47 

61 

74 

88 

102 

116 

129 

143 

30 

42 

54 

66 

79 

91 

108 

115 

127 

27 
38 
49 
60 
71 
81 
92 
103 
114 
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c)  Kupferne  Dampf leitungsrohre  mit  innerem  Driick. 


2    ■ 

•a  a 


Dampf-Üeberdrnck  in  Atmospfa&ien: 


1    I  Vii  I    2    I  2V«  I    3   I  3Va  I    4  I  41/3  I   5   I   6   I   7   I   8   I   9 
Grösster  zulässiger  Durchmesser  in  Centimetern: 


10 


2 
3 
4 
5 
6 


27 

18 
^2 

14 

48 

12 
38 

___ 

9 
32 

8 
27 

7 
23 
40 

6 

21 
36 

6 
19 
32 

5 
1« 
27 

4 
14 
25 
35 

4 
12 
20 
28 
36 

3 
10 
17 
25 
82 

3 

9 
16 

22 
29 


d)  Gusseiseme  Dampf cylinder  und-Eohre  mit  innerem  Druck. 
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e)  Messingene 

Feuerrohre  mit  äusserem  Druck. 
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f)  Schmiedeeiserne  Feuerrohre  mit  äusserem  Druck. 
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Nach  den  Versuchen  von  Fairbaim  ist  die  Wider- 
standsfähigkeit von  Röhren  mit  äusserem  Druck  von  der 
Länge  der  Röhren  abhängig,  und  wird  bei  grösserer  Länge 
vermindert.  Es  ist  daher  rathsam,  lange  Feuerrohren 
durch  umgelegte  Ringe  zu  versteifen. 

Zur  Vergleichung  diene  die  Fairbaim'sche  Formel: 

für  engUsche  Maasse  (f  =  I/t-^  =  0,0025  V pTd^ 

für  französische  Maasse  <f  =  0,27  V  P I^  d> 
worin : 
cT  die  erforderliche  Wandstärke  in  Millim., 
p  den  Dampfdruck  in  Kilogr.  pro  Qu.-Centim., 
d  den  Durchmesser  der  Feuerrohre  in  Centim., 
L  die  Länge  derselben  (zwischen  den  Versteifungsringen) 
in  Metern 
bezeichnet. 

Heiclläeh«  mbA  Terdampftang. 

1)  Man  rechnet  Heizfläche  pro  effektive  Pferdekraft: 

a)  für  gewöhnliche  Kessel  1,5  bis  2  Qu. -Meter; 

b)  für  Grussstahlkessel   und  Kessel   mit  dünnen  Eisen- 
stärken 1,2  bis  1,5  Qu.-Meter. 

c)  Für  Kessel,  bei  denen  Grarantie  auf  geringen  Kohlen- 
verbrauch eingegangen  ist,  bis  2,5  Qu.-Meter ; 

d)  für  Dampfschiffskessel  0,6  bis  0,8  Qu.-Meter; 

e)  für  Lokomotivkessel   bei    scharfem   künstlichen  Zug 
0,4  bis  0,6  Qu.-Meter; 

f)  für  Lokomobilkessel  0,6  bis  1,0  Qu.-Meter. 

2)  Die  Verdampfung  beträgt  pro  effektive  Pferdekraft 
und  Stunde  0,023  bis  0,031  Cub.-Meter. 

Die  vorstehende  Angabe  passt  für  gut  konstmirte 
Hochdruckmaschinen  ohne  Oondensation  und  ohne  Ex- 
pansion. 

3)  Die  Heizfläche  verdampft  Wasser  pro  Stunde: 

bei  gewöhnlichen  Kesseln  15  bis  20  Kilogr.  pro  Qu.-Meter ; 
^ei  Gussstahlkesseln  20  bis  25  Kilogr.  pro  Qu.-Meter; 
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bei  Bampfschiffskesseln  27  bis  35  Kilogr.  pro  Qu.-Meter; 
bei  Lokomotivkesseln  42  bis  50  Kilogr.  pro  Qu.-Meter. 

Feaemng. 

1)  Die  Grösse  der  totalen  Eostf lache  betrage: 

a)  Bei  stationären  Kesseln  pro  effektive  Pferdekraft : 
für  Steinkohlenfeuerung  0,05  bis  0,066  Qu.-Meter; 
für  Holz-  und  Braunkohlenfeuerung  0,075  bis  0,1 

Qu.-Meter. 

b)  Bei  Schiffskesseln  ^/«e  bis  ^/jt  der  totalen  Heizfläche  y 

c)  Bei  Lokomotiv-  und  Lokomobilkesseln  Vso  bis  ^/so 
der  totalen  Heizfläche. 

2)  Die  freie  Rostfläche  betrage: 

für  Steinkohlenfeuerung  ^U  bis  V»  )  ^^^  totalen 
„  Braunkohlenfeuerung  V^  »  Vs  \  t>oqfflä(»hP 
„  Holzfeuerung  ....    V?   „   Ve  j    ^«»^^a^^«- 

3)  Der  Consum  an  Steinkohlen  beträgt  (bei  Hoch- 
dmckmaschinen )  pro  Pferdekraft  und  Tag  ä  12  Stunden 
1  bis  1^6  Scheffel  =  1  bis  1^5  Centner. 

3  Pfund  mittlere  Steinkohlen  verdampfen  so  viel  als 
5  Pfund  Braunkohlen  oder  8  Pfund  Holz. 

Condensafcion  bei  Dampfmaschinen  spart  ca.  20  *^/o 
Brennmaterial. 

Durchschnittlich  kann  man  die  von  1  Pfund  Brenn- 
stoff producirte  Dampfmenge  annehmen: 

bei  lufttrockenem  Holz  .  .  =  2,4  Pfund, 
trockenem  Torf  ....  ^-^  4,2 
Torf  mit  20°/o  Wasser  =  3,1 

Braunkohle    =-3,9 

mittlere  Steinkohle  .  .  =^  6,5 
Coks  mit  15  */o  Asche .  =  5,2 

Kessel  mit  dünnen  Blechstärken  geb^  pro  Pfund 
Brennmaterial  eine  bis  28  7o  grössere  Veraampfung  als 
gewöhnliche  Dampfkessel. 


422 


Sehornsteine. 

1)  Die  Höhe  der  Schornsteine,  oft  von  lokalen 
Verhältnissen- abhängig,  mache  man  selbst  für  kleine 
Kessel  von  4  Pferdekraft  an  nicht  unter  16  Meter. 

Lokomobil- Schornsteinen  gebe  man  über  dem  Aus- 
blaserohre eine  Höhe  von  mindestens  dem  5-  bis  öfachen 
Durchmesser.  •         ' 

2)  Material  und  Querschnittsform. 

a)  ßunde  Blechschomsteine  sind  für  kleine  Dimenr 
sionen  billig  und  zu  empfehlen: 

bei  bescliränkter  Bauzeit,  bei  schlechtem  Bau- 
grund und  bei  proyisorischen  Anlagen. 

b)  Gemauerte  runde  Schornsteine  sind  als  billig  und 
gut  zu  empfehlen. 

c)  Gemauerte  8-  und  4kantige  (erstere  vorzuziehen) 
sind  bei  gutem  Baugrund  zu  empfehlen,  wenn 
ordinaire  Steine  billig  und  Formsteine  zu  runden 
Schornsteinen  nicht  leicht  zu  beschaffen  sind. 

3)  Den  Querschnitt  der  Mündung  nehme  man: 
'   a)  Für  stationäre  Schornsteine: 

bei  16  bis  31  Metern  Höhe  =  ^/s>  bis  ^/s  der  freien 
Eostfläche  =  0,006  bis  OJOl  Qu.-Meter  pro 
Pferdekraft ; 
bei  31  bis  62  Metern  Höhe  =  ^/a  bis  ^/e  der  freien 
Eostfläche  =  0,003  bis  0,006  Qu.-Meter  pro 
Pferdekraft, 
b)  Für  Lokomobil -Schornsteine  =  dem  1-  bis  IV«- 
fachen  Cylinder-Durchmesser  der  Maschine. 
Den  untern  Innern  Durchmesser  nehme  man  aus  star 
bilen  Eücksichten   ^/eo  der  Höhe   grösser   als    den.  obem 
lichten  Durchmesser. 

Dampfleitang. 

1)  Durchmesser  mindestens  gleich  dem  IV* fachen 
Durchmesser  des  Sicherheitsventils. 

Gusseiserne  Dampfleitungen"  bis  26  Centim.  Darch- 
messer. 
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Darüber  nehme  man  schmiedeeiserne  Dampfleitungen 
von  mindestens  81  Oentim.  Durchmesser. 

2)  Ausdehnung  der  Dampfleitung: 
bei  gusseisemen  Bohren  Vöoo  der  Länge; 

f,  schmiedeeisernen  Röhren  V^oo  ^^^  Länge. 

3)  Die  Condensation  in  Dampfleitungen  beträgt 
bei  einer  Dampfspannung  von  2  bis  4  Atmosphären  Ueber- 
druck: 

durchschnittlich  pro  1  Qu. -Meter  Oberfläche  und  pro 
Stunde: 

bei  guter  Umhüllung  0,75  bis  1  Kilogr.  Wasser ; 
ohne  Umhüllung    .  .         2  „  8       „  ,, 


E.    Dampfmasohinen. 

EffektbereehBrnng. 

£s  bezAchne: 

N   die  theoretische  Leistung  der  Maschine  in  Pferde- 
kräften, 

«    den  Wirkungsgrad, 
«N  die  effektive  Leistung  in  Pferdekräften, 

y    das  Maass   einer  Pferdekraft  =  75  Kilogr. -Meter 
pro  Sek., 

S    die  totale  Dampfspannung  incl.  Atmosphärendruck, 

s    die  mittlere  auf  den  Kolben  wirkende  Dampfspannung 
incl.  Atmosphärendruck  in  Kilogr.  proQu.Centim., 

p    den   schädlichen  Gegendruck,    herrührend  von  der 
Spannung  im  Oondensator  oder  dem  Druck  der 
Luft,  in  Kilogr.  pro  Qu.-Centim., 
(s — p)den  mittlem  Ueberdruck  in  Kilogr.  pro  Qu.-Centim., 

i    den  Querschnitt  des  Dampfcylinders  in  Qu.-Centim., 

V    die  Kolbengeschwindigkeit  in  Metern  pro  Min., 


424 


dann  hat  man: 

f(s— p)v 


N  = 
und    , 
«  N  =  « 


60  y 
f(s— p)v, 

60  r 


-  Pferdekräfte;  f  =  60y 


N 


Pferdekräffce;  f  =  60y 


v(8-pr 
«  V  (s  — p)' 


2)  Tabelle  über  die  mittlere  Spannung  s  bei 
verschiedenen  Füllungsgraden. 


FüUungsgrad  — 
Mittl.  Spannting  s  = 

Via 
0,275  8. 

Vxi 
0,3  8. 

0,35  8. 

V3 

0,3858. 

0,45  8. 

1/5 

0,5258. 

>/4 

0.68. 

FfUlnngsgrad  — 
M  ittl.  Spannung  s  = 

V3 

0,7  8. 

»/8 

0,725  8. 

0,858. 

*/8 

0,9258. 

»/4 

0,95  8. 

0,9758. 

1 
S. 

3)  Der  schädliche  Gegendruck  beträgt: 

bei  Condensations-Maschinen  p  =  0,15  bis  0,3Kilogr. 

pro  Qu.-Centim.; 
„  Maschinen  ohne  Condensation  p  =  1,1  Eilogr. 

pro  Qu.-Centim.; 
„  Lokomotiven  und  Lokomobilen  p  =»=  1,2  Eilogr. 

pro  Qu.-Centim. 

4)  Tabelle  über  die  Wirkungsgrade  verschiedener 

Maschinen. 


Pferde- 
kröfte. 

«N 


Niederdrnck- 
maschinen. 

a  = 


Woolfsche 
Maschinen. 

a  = 


Hochdrnckmaschinen 


ohne 

Expansion. 

«  = 


mit 

Expansion. 

«  = 


4  bis  10 

10  „    20 

20  „    30 

30  „    40 

40  „  100 


:  0,40  bis  0.50 
0,43    „    0,53 


0,46 
0,48 
0,50 


0,56 
0.58 
0,60 


0,30  bis  0,35 
0,36  „  0,40 
0,40    „    0,55 


0,40 
0,45 
0,45 
0,50 
0,55 


bis 


•> 


»» 


0,50 
0,55 
0,60 
0,65 
0,70 


0,30 
0,35 
0,30 
0,45 
0,50 


I» 


bis  0,40 
0,45 
0,50 
0.55 
0,70 


•I 


Die  Wirkungsgrade  für  Zwillingsmasehinen  sind  hoher 
als  für  Maschinen  mit  1  Cylinder  und  betragen  bis  «=0,76. 


/ 


t 
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5)  Die  theoretische  Leistung  einer  Woolf'schen 
Maschine  ist  gleich  der  Leistung  einer  gewöhnlichen 
Maschine  mit  dem  grossen  Cylinder,  in  welchem  dieselbe 
Expansion  stattfindet,  wie  bei  der  Woolfschen  Maschine. 

Für  Woolf' sehe  Maschinen  bestimme  man  daher  zu- 
nächst die  Dimensionen  des  grossen  Cylinders  wie  für  eine 
gewöhnliche  Maschine. unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Füllung  des  grossen  Cylinders  dem  angenommenen  Ex- 
pansions -Verhältnisse  entspricht.  Dio  Dimensionen  des 
kleinen  Cylinders  wähle  man  so,  dass  der  Dampf  bei  ^/s 
des  Hubes  abgesperrt  wird. 

• 

6)  1  Cub. -Meter  Dampf  pro  Sek.  von  1  Atmosphäre 
Spannung  gibt  ohne  Berücksichtigung  des  schädlichen 
Gegendruckes  eine  theoretische  Leistung  von  136  Pferde- 
kräfte. 

Unter  Berücksichtigung  des  schädlichen  Gegendruckes 
hat  man  die  theoretische  Leistung  bei  n  Atmosphären 
Gesammtspannung  (incl.  Atmosphärendruck): 

Bei  Condensationsmaschinen: 
136  n—^^^  136  Pferdekräfte,  bei  1  Cub.-Meter  pro  Sek., 

Bei  Maschinen  ohne  Condensation; 
136  n  —  ^  136  Pferdekräfte,  bei  1  Cub.-Meter  pro  Sek. 

l,üo 

Bei  Lokomotiven: 

1-2 
136  n  —  :j-^  -  136  Pferdekräfte,  bei  1  Cub.-Meter  pro  Sek. 

XfKJO 

Lässt  man  den  Dampf  e^ipandiren,  so  hat  man  die 
theoretische  Leistung,  wenn  die  Gesammtspannung  vor 
der  Expansion  n  Atmosphären  betrug: 

Bei  Condensationsmaschinen : 

L  =«  136  ()  n  —  40  Pferdekräfte,  bei  1  fJub.-Meter  pro  Sek. 

Bei  Maschinen  ohne  Condensation: 
L  =  136  (>  n  —  145  Pferdekräfte,  bei  1  Cub.-Meter  pro  Sek. 
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Bei  Lokomotiven: 
L  =  136  (» n  —  158  Pferdekr&ffee,  bei  1  Cub.-Meter  pro  Sek., 
unter  q   den  dem  Expansionsverhältniss    entsprechenden 
Koeffizienten  verstanden. 

7)  Für  Dampfmaschinen  mit  voller  Füllung  hat  man 
annähernd  bei  3  Atmosphären  Ueberdruck  und  50  *^/o  Nutz- 
effekt: 

Bei    75  Meter  Kolbengeschwindigkeit    und    einem 
Cylinderdurchmesser  von  d  Centimeter: 
«  N  =  0,02  d*. 

Diesen  Werth  multiplicire  man: 

Bei  n  Atmosphären  Ueberdruck  mit—  ; 

o 

a 
.,    «  Nutzeffekt  mit  ttit^; 

0,oO 

V      /  V 

V  Kolbengeschwindigkeit  mit  7^-    ^r- 

loü  \7ö^ 

einer  Maschine  mit  Expansion,   wenn  man  den 
mittleren  Ueberdruck  (s  —  p)  in  Atmosphären 

ausdrückt.  mit>^.  "         " 


KolbeBgeschwindigkeit. 

Bei  stationären  Maschinen  wendet  man  Kolben- 
geschwindigkeiten von  56  bis  250  Meter  pro  Minute  an. 
Letztere  Geschwindigkeit  kommt  bei  Walzenzugmaschinen 
vor. 

Bezeichnet 
N  die  theoretische  Nutzleistung  der  Maschine  in  Pferde- 
kräften, 
(s  —  p)  den  mittleren  Ueberdruck  in  Kilogr.  pro  Qu.- 

Centim., 
z  die  Anzahl  der  Umdrehungen  pro  Min., 
X  das  Verhältniss  des  Hubes  am  Cylinderdurchmesser, 
V  die  Kolbengeschwindigkeit  in  Metern  pro  Min., 


>> 
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:so  hat  man:  s 


=  ^^V$^y 


Nimmt  man  x  =  2,  so  ist :    s 


-"Vi 


z»N 


(s-p)- 

Ist  z  nicht  vorgeschrieben,  so  pflegt  man  die  Kolben- 
Geschwindigkeit 

bei  gewöhnlichen  Maschinen  63  bis  94  Meter, 
„    Maschinen   mit   geringen   Dimensionen   94   bis 

157  Meter, 
„   Lokomotiven  nicht  über  150  Meter, 
,,    direkt  wirkenden  Wasserhaltungs-    und  Pump- 
masehinen  28  bis  38  Meter 
zu  wählen. 

Dampfkanale. 

Der  Querschnitt  der  Zuleitungskanäle  betrage: 
bei  grosser  Kolbengeschwindigkeit  ^/i6  bis  V^oJ 
„   gewöhnlicher  Kolbengeschwindigkeit  V^o  bis  Vao 
vom  Querschnitt  des  Cylinders. 

Der  Querschnitt  der  Ausströmungskanäle  betrage  ^Z* 
vom  Querschnitt  der  Zuleitungskanäle. 

Bei  Lokomobilen  verenge  man  die  Ausblaseöffnung  im 
Schornsteine  auf  V«  des  ursprünglichen  Querschnitts. 

Condensatioii,  Luftpumpe  und  Spelsewasser. 

1)  Bei  einer  Temperatur  von  40®  im  Condensator 
rechne  man  pro  Pferdekraffc  und  Stunde  0,62  Cub.-Meter 
Einspritzwasser. 

2)  Die  Luftpumpe  muss  an  Wasser,  Luft  und 
Dampf  pro  effektive  Pferdekraft  und  Stunde  2,22  Cub.- 
Meter  fordern  können.  Der  Sicherheit  halber  nehme  man 
das  Doppelte,  also  pro  Pferdekraft  und  Stunde  4,44  Cub.- 
Meter. 
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Bei  der  Watt'schen  Maschine  beträgt  der  Ihirchmesser 
der  Luftpumpe  =  ^/s  vom  Durchmesser  des  Cylinders,  der 
Hub  in  der  Luftpumpe  =  dem  halben  Hub  des  Dampf- 
kolbens. 

3)  Das  Volum  des  Condensators  nehme  man 
gleich  dem  Volum  der  Luftpumpe. 

4)  Jede  Speise-Vorrichtung  muss  pro  Pferdekraft  und 
Stunde  0,03  Cub.-Meter  Wasser  liefern  können ;  der  Sicher- 
heit wegen  nehme  man  das  doppelte  bis  3fache  Quantum  an. 


F.    Dampfhämmer. 

A.  Die  Bestimmung  des  Cylinder- Durch- 
messers hängt  ab:  Vom  Gewichte  des  Fallbärs,  von  der 
Hubhöhe,  Anzahl  der  Schläge  und  Grrösse  der  Dampf- 
spannung. 

Folgende'  Angaben  sind  im  Allgemeinen  passend: 
Bezeichnet 
f  den  Querschnitt  des  Cylinders  nach  Abzug  des  Quer- 
schnitts der  Kolbenstange  in  Qu.-Centim., 
s  den  niedrigsten  Dampf- Ueberdruck,,  mit  welchem  der 
Hammer  arbeiten  soll,  in  Kilogr.  pro  Qu.-Centiin.» 
G  das  Gewicht  des  Hammers  in  Kilogr., 
dann  nehme  man: 

1)  Für  Schnellhämmer  mit  doppelter  Füllung  des 
Cylinders 

bis  3  Ctr.  Fallgewicht,  bei  300  bis  400  Schlägen 
pro  Min f  s  =  (5  bis  6)  G, 

bei  3  bis  10  Ctr.  FaUgewicht  und  150  bis  300 
Schlägen  pro  Min.      .     .     .    f  s  =  (4  bis  5)  G. 

2)  Für  Dampfhämmer 

von  10  bis  25  Ctr.  .  .  .  .  f  s  =  (2,5  bis  3)  G, 

25    „    50    „     .  .  .  .  fs  =  (2bis2,5)G, 

50    „100    „     .  .  .  .  fs  =  (l,75bis2)ä, 

100    „200    „     .  .  .  .  fs  =  (l,o  bis  1,75) G. 


ff 
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B.  Der  Durchmesser  der  Kolbenstange  betrage: 

1)  Für  Dampfhämmer  mit  dicker  Kolbenstange  ^/a  bis 
^/s  des  Cylinder-Durchmessers. 

2)  Für  Dampfhämmer  mit  dünner  Kolbenstange: 


Bei  einem  Hube  von 


Zum  Schmieden 
Ton  Eisen 


Zorn  Schmieden 
von  Stahl 


weniger  als  1  Meter 
1  bis  2  Meter  .  .  .  . 
mehr  als  2  Meter  .  . 


Vi2   bis 


10 

8 


bis 


V^ 


7lO     DIS     '/8 

yiO  -    „       "/8        !  Vs       y,         h 

I  vom  Durchmesser  des  Cylinders. 

Bei  Anwendung  von  frischem  Oberdampf  nehme  man 
den  Durchmesser  der  Kolbenstange  25  ^/o  stärker. 

C.  Den  Hub  des  Hammers  kann  man  unter  ge- 
wöhnlichen Verhältnissen  =  0,026  y~Gt  Meter  bei  G  Kilogr. 
annehmen. 

Absperrung  des  Daftnpfes  durch  den  Sicherheitshebel 
«rfolge  auf  ^/ö  bis  ^/s  des  Hubes.  Das  Oeffnen  der  Aus- 
Btrömungsöifnung  auf  ^/&  bis  */5  des  Hubes. 

D.  Das  Gewicht  der  Chabotte  betrage:  ■ 

Für  Hämmer  zum  Schmieden  von  Eisen  im  Min. 
das  Sfache  Gewicht  des  Fallbärs; 
„    Hämmer  zum  Schmieden  von  Stahl  im  Min. 
das  12fache  Gewicht  des  Fallbärs. 
Bei  Hämmern  mit  frischem  Oberdampf  nehme   man 
das  Gewicht  der  Chabotte  um  30  ^/o  grösser  an. 


Q.    Pumpen. 

Der  Kraft- Verbrauch  einer  Pumpe  beträgt 

«  J^  1000  Pferdekräfte, 
75  «oO. 
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wenn  H  die  Summe  der  Sauge-  und  Druckhöhe  in  Metern 
bezeichnet. 

Der  Koeffizient  «  beträgt: 

l^ei  sorgfaltig  ausgeführten  Pumpen  «=1,25;; 
„    guten  Pumpen  «  =  1,3; 
„    gewöhnlichen  Pumpen  a  =  1,4  bis  1,5. 

Bei  Bergwerkspumpen   macht   man  das  Gewicht  des 
Pumpengestänges : 

bei  2  Meter  Hub  in  der  Pumpe  =  1,14,  bei  3  Meter 
Hub  =  1,1  vom  Gewichte  der  auf  den  Plunger 
wirkenden  Wassersäule. 

Centrifugalpumpen  wendet  man  mit  Vortheü  für 
massenhafte  Wasserforderungen  auf  massige  Höhen  an. 
Die  Saugehöhe  ist  möglichst  gering,  womöglich  nicht  über ' 
3,8  Mefter,  im  Maximum  6  lü&ter  zu  Wählen.  Die  ganze 
Hebehöhe  wählt  man  womöglich  nicht  über  12,55  Meter, 
und  beträgt  dann  bei  guter  Eonsfaniktion  der  Nntz^ekt 
von  der  Betriebskraft  50  bis  70  ^/o*  Bei  grösserer  Hebe- 
höhe fällt  der  NutzeiFekt  bedeutend. 

tJmfangsgesehwindigkeit  des  Pingelrades 
wählt  man  passend  gleich  ^/imal  Ausflas^^chwindigkeit 
unter    einer    Druckhöhe    glel^    der    tetäen    Hebehöhe 

(^/aV^gh,  wenn  h  dieHebehöhe  bezeichnet).  Pro  theo- 
retische Pferdekraft  r^echne  man  0,3  Qu. -Meter  Riemen- 
4bwickelung  pro  Sekunde. 
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H.   Gebläse. 

A.    TeBtllstorem« 

1)  Bezeichnet 

Q  die  pro  Sekunde  zu  liefernde  Luftmenge  in  Cub.-Met.^ 
h  den  Druck  des  Windes  am  Ausblasehals  in  Centim. 

einer  Wassersäule, 
p  den  Druck  des  Windes  in  Kilogr.  pro  Qu,-Centim., 
^    y  das  Gewicht  eines  Cub.-Meter  Wasser, 
(>  den  Wirkungsgrad  (0,25  bis  0,40), 
N'die  Betriebskraft  in  Pferdekräften^ 

dann  hat  man: 

^   75.100^* 
Betrögt  der  Wirkungsgrad  0,30,  so  hat  man: 
N  =  0,444  h  Q  =  444  p  Q. 

2)  Die  Umfangsgeschwindigkeit  des  Flügelrades 
pro  Sekunde  nimmt  man:  v  =  50  bis  86  Meter. 

Für  1  Schmiedefeuer  kann  man  pro  Sek.  0,02  bis  0,08 
Cub.-Meter,  für  100  Pfund  einzuschmelzendes  Eisen  31  bi& 
37  Cub.-Meter  Wind  rechnen. 

B.    Cyllnder  -  CtobUwe. 

1)  Bezeichnet 

F  den  Querschnitt  dee  GeblftsecyHiiders  in  Qu.-Metem, 
Y  die  mittlere  Kolbengeschwindigkeit  in  Metern  pro  Min., 
«  den  Nutzeffekt,  je  nach  der  Güte  des'  Gebläses  =  0,60 

bis  0,75, 
Q  das  pro  Sek.  zu  liefernde  Windquantum  in  Cub.-Met., 

90  hat  man:  ^         Fv 
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2)  Die  Betriebskraft  beträgt  bei  einem  Druck  von 
h  Centim.  oder  p  pro  Qu.-Centim.: 


N  = 


1   10000  Fpv         1    1000h 


Q  = 


1     10000  p 


a 


75 


Q 


75.60  (>«  75-100 

Pferdekräfte, 
wobei  der  Wirkungsgrad  q  =  0,70  bis  0,75  und  « (>  =  0,45 
bis  0,60  anzunehmen  ist. 

Für  hohe  Windpressungen  ist  statt  der  Spannung  p 
eine  mittlere  Spannung  fji  p  einzusetzen  und  kann  man 
annehmen  für: 


P  = 


0,073 

0,97 


0,146 
0,94 


0,219 
0,91 


0,292 
0,89 


0,365 

0,85 


0,43910,512 


0,81 


0,78 


0,585 
0,75 


0,658 
0,72 


Kilogr.  pro  Qu.-Centim.     * , 

3)  Die  mittlere  Kolbengeschwindigkeit  wählt 
man  gewöhnlieh  v  =  56  bis  75  Meter,  bei  guter  Konstruktion 
der  Windabsperrungen  nimmt  man  v  =  75  bis  125  Meter. 

4)  Die  Länge  des  Kolbenlaufs  nimmt  man  für 
Windcylinder  bis  1,6  Meter  Durchmesser  gleich  dem  1-  bis 
^/öfachen,  darüber  Durchmesser  gleich  dem  ®/4-  bis  Ifachen 
Durchmesser  des  Cylinders. 

5)  Querschnitt  der  Saugeventile  =  Vi«  bis  */•» 

„  „    Druck  Ventile  =  V»6  bis  Vso 

vom  Querschnitt  des  Windcylinders. 


I.  Wärme. 

Thennoiiieter-  Skalen. 

n  Grad  Celsius  =  32  +  ^/s  n  Grad  Fahrenheit 

Eeaumur. 
n  Grad  Reaumur  =  32  +  ^/^  n  Grad  Fahrenheit 

Celsius, 
n  Grad  Fahrenheit  =  ^h  (n— 32)  Grad  Celsius  = 

Grad  Beaumur. 


=  */8  n  Grad 
=  ^U  n  Grad 
*/9(n— 32) 


Tabell* 

ÄurVergiei 

hau 

gdi 

r  Thermotuetarg 

ade. 

3' 

=  .  i. 

-       .     . 

"T" 

i    '  .    =  ■ 

i^. 

i 

II  |i 

i  1' 

P 

1      i'     P 

Ji 

P 

-30 

-Ifl    1-4 

28  ;  18.4 

IsJ 

52,8    150,8 

109 

lij 

228,2 

-15,2-2^ 

24!  19,2 

75,2 

87 

53.8  ;  152.6 

88,0 

23^0 

-W,4-0,* 

20,0 

77,0 

2313 

— i; 

-13,6 1    1,4 

28 

20.8 

78.8 

156,2 

112 

89,6 

233,8 

-12,8      3.ä 

21,6 

80,8 

70 

58;o 

158,0 

285,4 

28 

58,8 

237,8 

-» 

-n,2\    e.B 

29 

2312 

M,t 

-2 

57;6 

161,6 

92i» 

mfi 

-ioM   S.B 

24.0 

73 

58,4 

163.4 

92,8 

2403 

-li 

-  B,6    10.4 

24,8 

si.s 

185.2 

93,6 

242,8 

-  e,S    12,2 

S2 

25;8 

mfi 

75 

8o;o 

167,0 

94,4 

244,4 

-  8,0    H.0 

28,4 

91,4 

80,8 

188,8 

95,2 

216,2 

■-«, 

-  7,2    15.8 

27,2 

77 

81,8     170,8 

120 

98,0 

248/) 

—  g 

-  8.4    17.8 

S5 

2S.0 

osio 

T8 

82,1     172,4 

96,8 

2493 

-  5.6  j  1».4 

36     28,8 

■18,8 

79 

83.2  ,  174,2 

97,6 

251,8 

—  « 

-  4,8    21,a 

s; 

29,6 

84,0  ;  178,0 

123 

98,4 

253,4 

—  s 

-  4.0    23,0 

SS 

M,4 

lOM 

81 

84.8 

177,8 

9«,2 

255,2 

-3,2 

24,8 

31,2 

85.B 

179,6 

100,0 

257,0 

128 

]00,8 

268,8 

-If 

J8,4 

4! 

S-ifi 

10^8 

84 

87^2 

m.2 

127 

101,6 

280,6 

30,2 

38,8 

107.6 

88,0 

185,0 

128 

282.4 

c 

~  0 

32,0 

129 

m'.i 

284,1 

^8 

3^2 

Ui;2 

87 

895 

188,6 

104,0 

288,0 

s 

35,8 

38,0 

113,0 

190,4 

131 

1043 

2873 

^i 

37,4 

36,8 

1U.S 

89 

132 

105,6 

260,6 

39,2 

118,8 

90 

72,0 

194,0 

108,4 

271.4 

41,0 

ss|4 

118,4 

195,R 

io-,a 

273,2 

\ 

*( 

42;8 

49 

392 
40,0 

1205 
122,0 

92 

73;6 
74,4 

1W4 

13B 

108.0 

2:5.0 

2763 

i 

46!4 

23,8 

75,2 

137 

278,8 

^S 

48,2 

52 

4i;6 

25,0 

9S 

78,0 

203;o 

1S8 

U0.4 

280.4 

50.0 

42,4 

27,4 

78,8 

204,8 

139 

282.2 

8,8 

'il.S 

43,2 

129,2 

97 

77,8 

140 

I12I0 

284,0 

B( 

SS,6 

55 

44,0 

131,0 

98 

78,4 

208vt 

141 

1123 

w 

55,4 

443 

1323 
184,8 

79,2 

210,2 

1*3 

113.6 

287.6 
289,4 

UO 

isio 

58 

48)4 

138,4 

101 

80,8 

21318 

144 

115^2 

2>1,2 

12,8 

60.8 

138,2 

81,8 

216,6 

293,0 

17 

18.8 

62,6 

48;o 

140,0 

82.4 

148 

2943 

84,4 

61 

48,8 

141,8 

104 

83,2 

21912 

117,6 

298,6 

11,2 

66,2 

49,6 

143,8 

84,0 

221,0 

148 

298,4 

20 

160 

68.0 

145,4 

U9 

119:2 

300,3 

6»:8 

64 

öiia 

i47;2 

107 

ssia 

224,6 

150 

120,0 

302.0 

2S 

17  4 

71,6 

65 

52,0 

149,0 

86,4 

226,4 

303,8 
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Temperatnr  bei  reneUedenem  WSrMe-BeseicluiaBgeB. 


Im  Dunkeln  rothglühen'd 

Dnnkelroth 

Dunkelkirschroth  .... 

Kirschroth 

Hellkirschroth 


GradC. 

525 

700 

800 

900 

1000 


Dunkelorange 
Hellorange   ■  . 
Weissglühend . 
Schweisshitze : 
Blendendweiss 


GradC. 

1100 
1200 
1300 
1400 
1500 


Tabelle  nber  die  LiBgenaiuideluiiiBfr  TersehiedeBer  Korper  bei  der 
Wärmeiiiiiabiiie  Ton  0  Ms  100  €(ntd  C. 


Blei 
Glas 
Gold     . 
Gusseisen 
Kupfer . 


Vooo 
Vtsa 


Messing  .  .  . 
Platin  .... 
Silber  .  .  .  . 
Stabeisen  .  .  . 
Stahl,  ungehärtet 


Vi  100 

Vöa4 
Vsia 

V027 


Stahl,  gehärtet 
Zink  .    .    .    . 
Zinn  .    .    .    . 
Quecksilber 
Wasser  .    .    . 


VaoT 
Vti« 

1/16«,» 


Die  körperliche  Ausdehnung  von  0  bis  100  Grad  C. 
beträgt  für: 

Quecksilber  =  Vs»,»;  Wasser^  ^28,8;  Luft  =  ^Vso. 

Die  Ausdehnung  des  Wassers  ist  bei  verschiedenen 
Temperaturen  sehr  verschieden.  Bei  4  Grad  C.  ist  die 
Dichtigkeit  desselben  ein.  Maximum. 

Tabelle  der  speciflschen  Warme  Tergchiedener  Korper. 

Einheit  =?=  Wärmeaufwand,  um  die  Temperatur  von  1  Pfund 
Wasser  um  1  Grad  C.  zu  erhöhen  =  1  Calorie. 


Benennung. 

Spec. 
Wärme. 

Benennung. 

Spec. 
Wärme. 

1   Spec 
Benennung.       |Wärme. 

Blei    .    .    . 
Glas   .    .    . 
Gusseisen    . 
Kupfer    .    . 
Messing  .    . 

0,0314 
0,1777 
0,1298 
0,0952 
0,0939 

Quecksilber    . 
Schmiedeeisen 
Silber    .    .    . 
Stahl      .    .    . 
Zink.     .     .    . 

0,0333 
0,1138 
0,0570 
0,1185 
0,0956 

Zinn 

Alkohol,  abs.   .    . 

Wasser    .... 

Luft  (conBt.Vol.) 

„  (const.  Druck) 

0,0562 

0,7000 

1,000 

0,1687 

0,2377 
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Selunelzpunkte  Te^rschfedener  Korper. 


Schmiedeeisen    .     . 
Stahl  .     .     1300  bis 
Gusseisen     1050  bis 

Kupfer 

Messing     .... 
Antimon    .... 


1600 
1400 
1200 
1100 
900 
432 


Zink      , 

Blei      . 

Wismuth 

Zinn 

Schwefel 

Quecksilber 


360 
330 
260 
230 
109 
-39 


Sclinielzpoiillte  yerschiedener  leicht  scliinelzbarer  Leglrungen. 


Grad 

GewicMstheile 

Gr&d 

Gewichtstheile 

c. 

Zinn. 

Blei.     1     Wismuth. 

C. 

Zinn.      1      Blei. 

77 

3 

5 

8 

144 

3 

1 

99 

1 

1 

1 

151 

1 

1\ 

116 

2 

2 

1 

155 

6 

1 

124 

3 

3 

1 

183 

1 

2 

135 

3 

3 

207 

1 

4 

Siedepunkte  und  lateate  Warme  der  Dämpfe  yersehiedener  iCorper. 


Benennung. 

Siedep. 
Gr.  C. 

Lat.  W. 
Gr.C. 

Benennung. 

Siedep.  JLat.W. 
Gr.  C.  1  Gr.  C. 

Quecksilber 
Schwefelsäure . 
Schwefel     .     . 

350 
326 
316 

Wasser  .     .     . 
Alkohol .     .     . 
Schwefeläther 

100 

78 
36 

540 

214 

91 

Linearschwindmaasg  rerschiedener  Metalle. 

Gusseisen  =  V^e;  Messing  =  Ves;  100  Th.  Kupfer) i, 

Zink  .     .  =V6a;  Blei     .  =  V«;  12 Va  „    Zinn     f~  '''** 
In  Walzwerken  rechnet  man  pro  lfd.  Meter  42  Centim. 
Schwindung. 

28* 
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Dampf-  nad  WMserheiziuig. 

X)  Dampfheizuug:  Bei  gusseiseraer  Heizfiächa 
reehnet  man  63 — 94  Cub.-Meter  pro  Qu.-Meter. 

Zur  Heizung  von  Werkstätten  94  —  157  Cub.-Meter 
pro  Qu.-Meter.  Es  condensirt  pro  Stunde  ca.  1,78  Kilogr. 
pro  Qu.-Meter  Dampf. 

2)  Warmwasserheizung:  Auf  39 — 47  Cub.-Meter 
Raum  rechne  man  1  Qu.-Meter  kupferne  Heizfläche. 

Leitungsvermögen   zwischen  Kupfer,    Eisenblech  und 

Gusseisen  =  1  :  ^/i2  :  Vs- 

Tabelle  über  die  Spannkraft,  das  speclflsche  Tolamen  and  Gewicht 
des  Wasserdampfes  bei  Tersehiedenen  Temperatureii. 


Spannung  in 
Atmosph. 

5  .3 

Spec. 
Volum. 

Gewicht 

von 

1  Cub.- 
Meter 
Dampf. 

Kilogr. 

Spannung  in 
Atmosph. 

Temperatur 
Grad  Gels. 

Spec. 
Volum. 

Gewiclit 

Ton 

2  o 

1  VoL 

Wasser 

gibt 

Vol. 

Dampf 

IVoL 
Wasser 

gibt 

VoL 
Dampf 

1  Cub.- 
Meter 
Dampt 

Kilogr. 

0,072 

0,125 

0,25 

0,50 

0,75 

1,00 

1,25 

1,50 

1,75 

2,00 

2,25 

2,50 

2,75 

3,00 

40,0 

51,0 

66,0 

82,0 

92,0 

100,0 

106,6 

112,4 

117,1 

121,5 

125,5 

128,8 

132,1 

135,0 

20347 

11971 

6114 

3206 

2224 

1696 

1381 

1169 

1014 

896 

806 

732 

671 

619 

0,0492 

0,0835 
0,1636 
0,3119 
0,4496 
0,5896 
0,7239 
0,8554 
0,9832 
1,1165 
1,2329 
1,3664 
1,4906 
1,6145 

3,50 

4,00 

4,50 

5,00 

6,00 

7,00 

8,00 

9,00 

10,00 

11,00 

12,00 

13,00 

14,00 

15,00 

140,4 
145,0 
149,1 
153,3 
160,0 
166,5 
172,1 
177,4 
182,0 
186,0 
190,0 
193,7 
197,2 
200,2 

538 

476 

428 
389 
328 
286 
254 
228 
208 
a90 
176 
164 
153 
144 

.  1,859 
2,101 
2,339 

,  2,574 
3,044 
3,494 
3,941 
4,381 
4,817 
5,256 
5,683 
6,107 
6,527 
6,944 

Anm.  Werden  die  Zahlen  der  letzten  Spalte  mit  0,001 
multiplicirt,  so  erhält  man  das  spec.  Gewicht  des  Wasser* 
dampfes. 


YIL   Eisenbahnbau. 


Honnal-Profll  des  fielen  B«ii]ii«s  flir  Etgenbaluieii. 


Ffir  die  freie  Bahn. 


<    «ttjg^ 


.-.^-.^^.._fc- 


Für  die  Bahnhöfe. 


•#Hr * '*- 


Meter-Maass. 


a 

0,762 

h 

1,525 

c 

2,007 

d 

1,652 

e 

1,372 

f 

1,143 

9 

0,229 

h 

0,381 

• 

0,762 

h 

1,220 

l 

3,050 

m 

0,839 

n 

0,915 

t 
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Er  onbreite : 

far  2  geleisige  Bahnen 7,5  Meter» 

»»•■■»»  »»         ^>"       »» 

Gefälle : 

im  flachen  Lande 1 :  200      „ 

„    Gebirgs-     „ 1:40       „ 

„    Hügel-       „ 1:100      „ 

Krümmungshalbmesser  der  Ennren: 

im  flachen  Lande 1100  „ 

„   Hügel-      „  • 600  „ 

ausnahmsweise 850  ^ 

im  Gebirgslande 300  „ 

ausnahmsweise 180  f, 

Spurweite  im  Lichten 1,436  „ 

In  Kurven  von  mehr  als  600  Meter  Halbmesser  wird 
das  Spurmaass  nicht  erweitert,  bei  180  Meter  Halbmesser 
beträgt  die  Erweiterung  höchstens  25  Millim. 

Bahnhofe. 

Entfernung  der  Geleise  von 

Mitte  zu  Mitte  ....    3,7  Meter  bis  4,3  Meter,  • 
für  Hauptgeleise     .     .     . "  5,2  Meter. 

Badius  der  Weichen : 

für  ganze  Züge 180  Meter, 

„    Endweichen      . 300      „ 

Ausfahrtsthore : 

für  Lokomotivschuppen  ....      4,8  Meter  hoch, 

3,35    „     breit, 

für  Wagenschuppen 4,8  „     hoch, 

3,35  „     bieit. 
Entfernung  der  Geleise  darin 

von  Mitte  zu  Mitte 4,4  Meter. 
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LokomotlTeii. 


.\ 


1)    Tabelle   über  die  mittleren  Dimensionen  der 
Haupttheile  von  Lokomotiven  nebst  Angabe    des 

Gewichtes. 


Lokomotiye 
fBr 

II 

CentU 

• 

•§ 

& 

Ceati- 

Trie 
An. 

bräder. 

• 

a 

0 

'S 

^1 
«'S 

Quadr.- 

Gewicht 
ohne  Tender 
incl.  Füllung. 

Geschw.  pro 
ec.-Myriameter 
i  1,83  Meilen. 

met. 

met. 

■«hl. 

Meter. 

Bteter. 

Meter. 

Centner. 

ö~ 

Personenzuge . 

36-42 

52-58 

2 

1,9-2.2 

4,1-4,7 

70-160 

450-600 

4,5-7,5 

OemischteZQge  39-45 

58-68 

1 

4 

1,6-1,9 

3,5-4,4 

80-110 

500-600 

3-4,5 

OtiterBfige  .  .  .  42-47  58-63  i  4-6  1 

1,3-1,6 

3.5-4,4 

80-130 

550-800 

2,3-3 

Gebirgsbahnen  j 

42-47 

58-68 

6-8 

1.1-1.4 

3.1-4,1 

110-140 

800-1000 

1,5-2,3 

Es  ist  ein  nach  den  Bahnverhältnissen  möglichst 
langer  Eadstand  zu  empfehlen;  jedoch  ist  für  Bahnen, 
welche  in  freier  Bahn  vielfach  Kurven  enthalten  von: 

240  bis  300  Meter  Eadius  3  Meter, 

300    „   360      „  „      3,8  „ 

360    „   460      „  „      4,3  „ 

460  Meter  „      4,9  „ 

als  Maximum  des  Standes  der  festen  Axen  zu  empfehlen. 
Die  Breite  der  Lokomotiven  soll  an  keiner  Stelle  mehr 
als   3,05  Meter   betragen.     Höhe   des    Schornsteins   über 
Oberkante  der  Schienen  nicht  über  4,57  Meter. 

2)  Der  Keibungskoöffizient  der  Bäder  auf  den 
Schienen  beträgt: 

bei  trockener  Witterung  .  .  =  Vs, 
„  gewöhnlicher  Witterung  ==  Ve, 
„   Schnee  und  Kegen  .  .  .  =  Vio. 

3)  Der  Widerstand  eines  Zuges  beträgt  pro  Tonne 
(a  20  Ctr.)  seines  Gewichtes  bei  einer  Geschwindigkeit  von 
V  Meilen  in  der  Stunde  auf  horizontaler  Bahn: 

9  +  0,15  V«  Pfund. 
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Bei  schlechtem  Material  und  bei  Seitenwinden  wächst 
der  Widerstand  um  50  bis  80  «/o. 

Durchschnittlich  kann  man  den  Widerstand  eines  Zuges 
auf  horizontaler  Bahn  annehmen: 

bei  massiger  Fahrgeschwindigkeit  V^oK^jj^^g  (.^^^i^eg. 
„    grosser  „  Viooj 

Bei  —  Steigung  nimmt  der  Widerstand  um  —  des  Ge- 
wichtes vom  Zuge  zu. 

4)  Die  Belastung  einer  'Axe  soll  260  Centner 
(inel.  Axe)  als  Maximum  nicht  übersehreiten. 

Die  Belastung  der  Vorderaxe  bei  Saxigen  Personenzug- 
Lokomotiven  betrage  mindestens  V*  äes  Maschinen-Gewichts. 
Ist  die  Hinteraxe  Laufaxe,  so  erhält  diese  nicht  unter  V^ 
des  Lokomotiven-Gewichts.  Eine  gleiche  Vertheilung  der 
Last  auf  die  gekuppelten  Axen  wird  empfohlen. 

Wagen. 

1)  Der  Badstand  betrage  im  Maximum  für  Bahnen, 
welche  in  freier  Bahn  vielfach  Kurven  enthalten,  von: 

240  bis  340  Meter  Eadius  3,66  Meter, 

300    „  360      „  „  4,57       „ 

360    „  460      „  „  5,03       „ 

460    „  600      „  „  5,5 

600  Meter  „  7,32       „ 

Für  Güterwagen  ist  in  der  Regel  3,06  Meter  Radstaad 
als  Maximum  anzusehen. 

Der  Dijrchmesser  der  Bäder  betrage  mindestem 
0,9  Meter. 

2)  Axen  von  bestem  Eisen  können  bei  einem  Durch- 
messer in  der  Nabe  von: 

101  Mülim.  mit  75  Ctr. 
114       „         „    100  „ 
127       „        „    130  „ 
Bruttolast  im  Maximum  belastet  werden. 
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Bei  gussstählemen  Axen  können  diese  Belastungen 
um  30%  erhöht  werden. 

Für  Personenwagen  betrage  der  Axendurehmesser 
lUMiUim. 

Entfernung  der  Mitten  beider  Axenschenkel  =  1,9  bis 
2,0  Meter. 

Stärke  der  Schenkel  im  Min.  67  Mm.  76 Mm.  82 Mm. 
für  eine  Bruttolast  pro  Axe  von  75  Ctr.  100  Ctr.   130  Ctr. 

Für  gussstähleme  Axen  können  diese  Belastungen  um 
30  ^/o  erhöht  werden. 

Länge  der  Axenschenkel  =  VI*-  bis  2V4faehen  Durch- 
messer. 

3)  Die  normale  Höhe  des  Mittelpunktes  der  Buffer 
über  den  Schienen  1,042  Meter.  Horizontale  Entfernung 
von  Buffermitte  zu  Buffermitte  1,754  Meter. 

4)  Horizontale  Entfernung  der  Nothketten  1,067 
Meter.  Nothketten,  Zughaken  und  Buffer  liegen  in  hori- 
zontaler Linie. 

5)  Güterwagen  dürfen  mit  Einschluss  der  Schiebe- 
thüren,  Tritte  und  vorspringenden  Theile  bis  zur  Höhe  von 
1,372  Meter  über  den  Schienen  die  Breite  von  2,745  MetOT 
nicht  überschreiten.  In. grösserer  Höhe  ist  für  den  Kasten 
eine  Breite  von  3  Meter,  für  die  vorspringenden  Theile 
eine  Breite  von  2,897  Metw  gestattet.  Die  Wagen  sollen 
mit  den  höchsten  Punkten  ihres  festen  Oberbaues  nicht 
mehr  als  3,760  Meter  Über  den  Schienen  hoch  sein.  Mitt- 
lere Höhe  des  Pussbodens  1,220  Me^er. 


Eurvenlehre. 


Geometrie  der  Lage. 


Erklärung  der  Begriffe  ilud  Zeichen, 

Der  Punkt  (•),  die  Gerade  ( ),  die  Ebene  (Q),  sind 

die  einfachen  Elemente  der  Geometrie  der  Lage. 

Diese  Elemente  lassen  sich  zu  zusammengesetzten 
Gebilden  (r)  verbinden,  indem  man  eines  derselben  alß 
Träger  (T)  eines  Komplexes  der  anderen  ansieht. 

Jeder  Punkt  eines  solchen  Komplexes  wirft  nach 
einem  andern  beliebig  anzunehmenden  Punkte  einen  Strahl, 
welcher  der  Schein  des  ersten  Punktes  heisst. 

Der  Schein  des  ganzen  Komplexes  ist  der  Inbegriff 
aller  dieser  Strahlen. 

Die  Gesammtheit  aller  in  einer liegenden  •  •  heisst 

ein   gerades  Gebilde    (-f-),   ein   von  2  •  •   begrenzter 
Theil  desselben  eine  Strecke  (--|1-|1-). 

Die  Gesammtheit  aller  durch  einen  •  gehenden  und 
in  ein  und  derselben  Ebene  Hegenden  Strahlen  heisst  ein 
Strahlenbüschel  (^). 
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Ein  von  2  Strahlen  begrenzter  Theil  desselben  heisst 
ein  vollkommener  ebener  Winkel  (^).  . 

iTier  Strahlen  eines  4&  enthalten  2  Paar  getrennte 
Strahlen. 

Die  Gesammtheit  aller  durch  eine  —  gehenden  Ebenen 
heisst  ein  Ebenenbüschel  ([|]). 

Ein  von  zwei  Ebenen  begrenzter  Theil  desselben  heisst 
«in  vollkommener  Flächen-Winkel  (Fl  -<). 

Die  Gesammtheit  aller  Punkte  und  Strahlen,  die  in 
einer  n  enthalten  sind,  heisst  ein  ebenes  System. 

Die  n  ist  T  desselben. 

Die  Gesanmitheit  aller  Strahlen  und  Ebenen ,  die 
durch  einen  •  im  Eaume  denkbar  sind,  heisst  ^in 
Strahlenbündel. 

Die  Cfrnndgebilde  der  I.  Stufe 

sind:    Das  gerade  Gebilde,  der  Strahlenbüschel  und  der 
Ebenenbüschel.  \ 

Die  emndgebilde  der  II.  Stufe 
sind:    Das  ebene  System  und  das  Strahlenbündel. 

Die  CfrundgeMlde  der  in.  Stufe 

sind:    Das  räumliehe  System. 

Jede  —  hat  einen  unendlich  fernen  Punkt. 

»Parallel-Linien  ([|)  haben  einen  gemeinschaftlichen 
unendlich  fernen  •. 

Unter  4  Punkten  eines  ~  sind  nur  2  Paar  getrennte. 

Um  den  unendlich  fernen  •  einer  —  von  ihren  an- 
dern zu  unterscheiden,  werden  erstere  auch  uneigent- 
liche, letztere  eigentliche  •  •  genannt. 

Von  allen  unendlich-  fernen  •  •  •  einer  Ebene  wird 
angenommen,  dass  sie  in  einer  unendlich  fernen  geraden 
Linie  liegen. 
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Von  allen  unendlich  fernen  •  •  und  —  im  Ranm 
wird  angenommen,  dass  sie  in  einer  tinendlich  fernen  G 
liegen. 

Zwei  Grundgebilde  heissen  aufeinander  bezogen, 
wenn  jedem  Elemente  des  einen  em  Element  des  anderen 
zugewiesen  ist. 

Zwei  solche  Elemente  heissen  entsprechende  oder 
homologe. 

Wenn  2  Grund  r  auf  ein  3tes  bezogen  sind,  so  sind 
sie  auch  auf  einander  bezogen. 

Ein  einfaches  ebenes  n-eck  ist  ein  System  von  n  •  •  • 
einer  O  ^ad  den  n— ,  welche  2  aufeinander  folgende 
•  •  verbinden. 

Ein  einfaches  n-seit  ist  ein  System  von  n und  den 

n  •  • ,  in  denen  je  2  aufeinander  folgende  sich  sehneiden. 

Jedes  n-eck  oder  n-seit  besteht  aus  2  n-Elementen, 
nämlich  Punkten  und  Geraden. 

Bas  m^  und  das  n  +  m^«  Element  werden  einand^ 
gegenüberliegend  genannt. 

Ein  vollständiges  ebenes  n-eck  ist  ein  System  Ton 
n-Punkten  der  □  mit  ihren  s&mmtlichen  Verbindungs- 
linien (Seiten),  d.  h.  ein  einfaehes  n-seit  mit  allen  Schnitt^ 
punkten  der  Seiten. 

Als  reeiprok«  Begriffe  stehen  slcli  tm  lUnne  gegentber: 

und  □  , 

-^  „  [|1  , 

-/-/«  „  Fl< 

das  ebene  System  „  der  Stahlenbündel, 

""^^  »j  • 

Als  reciproke  Begriffe  stehen  sieh  in  der  Ebene  gegenüber: 

und  — , 

-f-f-    "        << 

ebenso  im  Strahlenbündel, 
und  D , 

*  „  [|1.. 
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Jeder  Satz  aus  der  Geometrie  der  Lage  findet  seine 
Elrgänzung  in  einem  ändern,  den  man  aus  dem  ersten  ab- 
leitet, indem  man  obige  Ausdrücke  mit  einander  vertauscht. 

Dieses  fiihrt  zur  Bildung  der  nuekf olgenden  Dopp ei- 
sätze. 

Punkte  werden  durch  grosse  lateinische  Buchstaben 
bezeichnet,  Linien  durch  kleine.  Ebenen  durch  griechische. 

A  B  bezeichnet  die  durch  die  Punkte  A  und  B  bestimmte 
Linie; 

aB  die  durch  a  und  B  bestimme  Efbene; 


«  ^  die  durch  «  und  ß  bestimmte  Gerade; 

«  ß  den  durch  «  und  ß  bestimmten  Punkt; 

y\  heisst  perspektivisch; 

/\  heisst  projektiviseh ; 

oo  heisst  ähnlich; 

QO  heisst  unendlich; 

=  heisst  gleich. 
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Fundamental-SSfze 

Mit  Hilfe  der  angeführten  reciproken  Begriffe  lassen 


Doppel- 


Zwei  •  •  A  und  B  bestimmen  eine AB,  nämlich 

ihre  Verbindungslinie. 

Eine  a  und  ein  nicht  auf  ihr  liegender  •  B  be- 
stimmen eine  D  K5»  ^^^he  durch  beide  hindurch  geht. 

Drei  •  •  ABC,  die  nicht  auf  einer liegen,  be- 
stimmen eine  D  ABC. 

Zwei ,  die  einen  •  gemeinsam  haben,  liegen  in 

einer  D- 


Diesen  Sätzen  zu  Folge  ist  die  Lösung  der  folgenden 

Durch  zwei  •  •  eine  —  zu  legen. 

Durch   eine   und   einen   •    ausserhalli   derselben 

eine  D  z^  legen. 

Durch  drei  •  •  eine  D  z^  legen. 

Durch  zwei  sich  schneidende  eine  Q  zu  legen. 


Sind  vier  •  •  AB  CD  gegeben  und  schneiden  sieh  die 

Verbindungs AB  und  CTD,  so  liegen  die  •  •  in  einer  G 

und  es  schneiden  sich  auch  die A~(3  und  WD,  sowie 

XD  und  Bü. 

Wenn  von  beliebig  vielen je  zwei  sieh  schneiden, 

durch  einen  •  gehen,  so  liegen  alle  in  einer  Q- 


i 
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der  Geometrie  der  Lage. 

sich  folgende  Sätze  aufstellen: 


SStze. 


Zwei    DD«   unid  ß  bestimmen   eine   Gerade  a  ß^ 
nämlich  ihre  Schnittlinie. 

Eine  a  und  eine  nicht  durch  dieselbe  hindurch- 

gehende  Ebene  ß  bestimmen  einen  •  « /S ,  welcher  auf  bei- 
den liegt. 

Drei  D  D>  <üe  nicht  durch  eine  — ^  gehen,  bestimmen 

einen  • . 

Zwei  Gerade,    die  in  einer  D  liegen,  haben  einen  • 
gemein. 


Aufgaben  stets  als  ausführbar  zu  betrachten: 

Die  Schnittlinie  von  zwei  D  D  zi^  finden. 

Von   einer  D  ^nd  einer  nicht  in  ihr  liegenden  - 
den  Schnitt  •  zu  finden. 

Von  drei  D  D  den  Schnitt  •  zu  finden. 

Von  zwei in  einer  D  den  Schnitt  •  zu  finden. 


Sind  vier  DD  a  ß  y  ^  gegeben  und  schneiden  sich 
die  Schnittlinien  ^Tß  und  y~^,  so  gehen  die  D  D  durch 
einen  und  denselben  •  und  es  schneidet  sieh  auch  « y 
und  ß  ^,  sowie  «IF  und  ß  y. 

aber  nicht  alle: 
in  einer  D  liegen,  so  gehen  alle  durch  einen  •. 


^ 
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I>oppeI- 

^.  

Die  Aufgabe:  In  einer  D  durch  eiaen  in  ihr  ge- 
beider   gegebene  schneidet,    löst    sieh    auf    zweierlei 

Entweder   verbinde   man    den   Schnittpunkt   der  

und  der  D  init  dem  geget>enen  •, 

Auf  diese  Aufgabe   lassen   sich   die   folgenden  Auf- 

Durch  einen  gegebojien  •  eine  —  zu  ziehen,  welche 

zwei  gegebene  ,  die  mit  dem  •  nicht  in  einer  Q  liegen, 

schneide. 

Man  lege  nämlich  durch  den  gegebenen  •  und  eine 
der  gegebenen  —  eine  Q, 

so  ist  die  Aufgabe  auf  die 

Eine  —  zu  ziehen,  welche  drei  gegebene  schneidet. 

Man  nehme  in  einer  der  -p—  einen  •  an  und  suche 
nach  den  Angaben  der  vorigen  Aufgabe  eine  — ,  welche 
diesen  •  geht. 

Werden  zwei  ebene  Systeme  dadurch  auf  einander  be- 
zogen, dass  man  sie  als  Schnitte  eines  und  desselben 
Strahlenbündels  betrachtet,  so  liegen  je  zwei  einander 

entsprechende  Elemente  (•  oäer  )  der  Systeme  auf 

einem  und  demselben  Elemente  ( oder  Q)  des  Strahlen- 
bündels. Die  Schnittlinie  der  beiden  Q  D  fällt  mit  ihrer 
entsprechenden  zusammen  und  entspricht  sich  selbst.  Das- 
selbe gilt  von  jedem  in  dieser  befindlichen  •.    Die 

beiden  Systeme  haben  also  ein  -f-  entsprechend  gemein. 

Je  zwei  •  •  einer  □  bestimmen  eine  — -. 

Je  zwei  Strahlen  eines  Bündels  bestimmen  eine  Q. 

Eine  Kurve  kann 
Als  Inbegriff  aller  auf  ihr  liegenden  •  •. 

Eine  konische  Fläche  im  Strahlen- 
Ais  Inbegriff  aller  in  ihr  liegenden  Strahlen. 
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SStie. 


gebenen   •   eine  zu   ziehen,   welche   eine   ausserhalb 

Art: 

oder  man  lege  durch  die  und  den  gegebenen  •  eine 

Q  und  suche  die  Schnittlinie  mit  der  gegebenen  Q. 

gaben  zurückführen : 

In   einer   gegebenen  □   eine  zu  ziehen,    welche 

zwei  gegebene  ,  die  mit  der  Q  nicht  einen  und  den- 
selben Schnitt  •  gemein  haben,  schneide. 

Man  bestimme  nämlich  den  Schnitt  •  der  gegebenen 
Q  mit  einer  der  gegebenen  , 

vorangehende  zurückgeführt. 

Eine zu  ziehen,  welche  drei  gegebene  scheidet. 

Man  lege  durch  eine  der  —  eine  D  ^»d  suche  nach 
den  Angaben  der  vorigen  Aufgabe  eine  — ,  welche  in 
dieser  Ebene  liegt,  und  die  beiden  andern  scheidet. 

Werden  2  Strahlenbündel  dadurch  auf  einander  be- 
zogen, dass  man  sie  als  Seheine  eines  und  desselben 
ebenen  Systems  betrachtet,  so  gehen  je  zwei  ent- 
sprechende Elemente  ( oder  □)  der  Bündel  durch  ein 

und  dasselbe  Element  ( •  oder  )  des  ebenen  Systems. 

Der  gemeinsame  Strahl  der  Bündel,  welcher  ihre  Mittel- 
punkte verbindet,  fällt  mit  seinem  entsprechenden  zusammen 
oder  entspricht  sich  selbst.  Dasselbe  gilt  von  jeder  durch 
diesen  Strahl  gehenden  Q-  I^ie  beiden  Strahlenbündel 
haben  also  einen  [{]  entsprechend  gemein. 

Je  zwei einer  □  bestimmen  einen  •. 

Je  zwei  D  D  eines  Bündels  bestimmen  einen  Strahl. 

aufgefasst  werden: 

Als  Inbegriff  aller  sie  einhüllenden  Geraden  (Tangenten), 

bündel  kann  aufgefasst  werden: 

Als  Inbegriff  aller  sie  «inhüllenden  Ebenen  (Berührungs- 
ebenen). 

29 
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Figur  1. 


Vollständiges  ebenes   n  eck. 

In    jedem   Eckpunkte    schneiden    sich   n  —  1  Seiten. 

n  (n  —  1) 
Die  Anzahl  aller  Seiten  ist  =  ^ '' 

Jedes  vollständige  n  eck  oder  n  seit 
Ein  vollständiges  4  eck  enthält  6  Seiten. 
Darunter  sind  3  Paar  Gegenseiten,  nändicli 
^^  AB  und  CD,  ÄC  und  BD,   AD  und  BC 
Es  enthält  ferner  3  einfache  4,ecke,  nämlich 
ABCD,  ACDB,  ADBC. 

Ein  vollständiges  nkant  ist  ein  System 
von  n  Strahlen  im  Strahlenbündel  mit  ihren 
sämmtlichen  Verbindungsebenen. 

Ein  vollständiges  räumliches  n  eck  besteht  aus  n  Punk- 
ten (Eckpunkten),  den  Geraden  (Kanten),  deren  jede  2, 
und  den  Ebenen  (Flächen),  deren  jede  3  der  n  •  •  verbindet. 


Das  Beziehen  vollständiger  n  ecke 

Harmonische 

Wenn  2  auf  einander  bezogene  A  A  ABC  und  A,B,C, 
in  verschiedenen  D  D  liegen  und  je  2  entsprechende  Seiten 
(A  B  und  A,  B,)  sich  schneiden,  so  bestimmen  die  Ebenen 
der  3  Paare  entsprechender  Seiten  ein  3  kant,  von  welchem 
die  beiden  A  A  Schnitte  sind.  Die  Verbindungshnien 
TKy  FB ,  CD ,  von  2  entsprechenden  Eck  •  • ,  schneiden 
sich  daher  in  einem  •,  nämlich  im  Mittelpunkte  (Spitze) 
der  3  kants. 


^ 
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Sitze. 


Vollständiges    ebenes   n  seit. 
Auf  jeder  Seite  liegen  n  —  1  Eckpunkte.    Die  Anzahl 

alkr  Eckpunkte  ist  =  -~ ^. 

^  — 

enthält  mehrere  einfache  n  ecke  resp.  n  seite.  , 

Figur  2.  Ein  vollständiges  4  seit  enthält  6  Eck- 

punkte.   Darunter   sind  3  Paar    Gegen- 

•  •  • 

punkte,   nämlich  ab   und    cd,  ac  und 

•  •  • 

b  d.  a  d  und  b  c. 


Ein  vollständiges  nseit  im  Strahlen- 
bündel ist  ein  System  von  n  Ebenen  des 
letzteren,  mit  ihren  sämmtlichen  Schnitt- 
linien (Kanten). 

Ein  vollständiges  n  flach  besteht  aus  n  Q  Q,  den 
Geraden  (Kanten),  in  denen  je  2,  und  den  •  •  (Eckpunkten), 
in  denen  je  3  der  n  Ebene  sich  ^scheiden. 


und  n  Seite  auf  einander. 

Gebilde. 

Wenn  2  auf  einander  bezogene  3  kante  verschiedenen 
Strahlenbündeln  angehören  und  je  2  entsprechende  Kanten 
sich  schneiden,  so  bestimmen  die  3  Schnittpunkte  ein  A» 
von  welchem  die  2.  Dreikante  Scheine  sind.  Die  Schnitt- 
linien von  je  2  entsprechenden  Ebenen  der  Dreikante 
liegen  daher  in  der  Ebene  dieses  A>  dessen  Seiten  sie 
sind. 

29' 
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DojM^l- 


Figur  3. 


Mit  Hilfe  des  vorigen  Satzes 

Wenn  2  auf  einander  bezogene  vollständige  4  ecke  in 
verschiedenen  Ebenen  liegen,  deren  Schnittlinie  ü  durch 
keinen  der  8  Eckpunkte  geht  und  5  Seiten  des  einen  4ecks 
die  entsprechenden  Seiten  des  andern  (auf  u)  schneiden, 
so  sind  beide  4  ecke  Schnitte  ein  und  desselben  vollstän- 
digen 4kants,  daher  auch  das  6*«  Seitenpaar  sich  auf  n 
schneidet. 

Der  Satz  links  bleibt  auch  giltig,  wenn  die  Q  der  4  ecke 
unendlich  ferne  Linie. 

Demzufolge  schneiden   sich 

eines  4ecks  KLMN  in  4Pünk- 

Die  •  •  AB  C  D  heissen  har- 

seiten  des  vollständigen  4ecks, 

Wird  in  einer  anderen  oder 

Gegenseiten  durch  3  harmoni- 

Maä  vierte  Paar  der  Gegenseiten 

Punkt  A  und  C  sind  durch 

Aus  einem  nicht  in  der  Q   des  vollständigen  Vier- 

4kant  projecirt;    die  4  harmonischen  •  •  aber  durch  vier 

Jede  durch    das  4kant  gelegte   □   schneidet  dasselbe  in 

denselben  4  •  •  scheiden  sich  aber  auch  die  Gegenseiten 

Sie  sind  daher  harmonische  •  •.    Es  wird  dahar  jeder 
gehenäe  n  oder in  4  harmonischen  •  •  geschnitten. 

Werden  4  harmonische  •  •  aus  einer  Axe  projecirt,  so 

die    nicht   durch   die  Axe    geht,    scheidet    zu    Folge  des 

Vier   harmonische    •  •    werden    aus   jeder  durch 

4  harmonische  n  D  ^md  aus  jedem  •'  durch  4  harmonische 
Strahlen  projecirt. 


lA 
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Sätse. 

ergibt  sich  der  nachfolgende: 

Wenn  2  auf  einander  bezogene  vollständige  4seite 
verschiedenen  Strahlenbündeln  angehören^  deren  gemein- 
schaftlicher Strahl  in  keiner  der  8  Seiten  liegt,  und  5  Kanten 
des  einen  4seits  die  entsprechenden  Kanten  des  anderen 
schneiden,  so  sind  beide  4seite  Scheine  eines  und  des- 
selben vollständigen  ebenen  4seity,  daher  auch  ihre  übrigen 
Kanten  sich  schneiden. 

zusammenfallen  oder  ||  sind,   im  letzten  Falle  ist  u  eine 


die  Seiten  KL  und  NM,   KN  und  LM,   LN  und  KM 

ten  AB^CD  einer  Geraden  u. 

monische  Punkte,  in  ihnen  schneiden  sich  also  die  Gegen- 

derselben  D  ein  zweites  4  eck  konstruirt,  wovon  3  Paar 

sehe  Punkte  (A  B  C)  gehen,  so  muss  zu  Folge  des  Vorigen 

sich  in  dem  vierten  harmonischen  Punkt  (D)  schneiden. 

B  und  D  harmonisch  getrennt. 

ecks    belegenen   •    wird  dasselbe  durch    ein  vollständiges 

Strahlen,     die    ein    harmonisches    4&     genannt    werden. 

einem  Viereck  und  die  harmonischen    *     in  4  •   •.     In 

des  4  ecks. 

harmonische  ^fr     durch   jede  nicht  durch  seinen  Mittel  • 

entsteht   ein   harmonisches   Ebenenbüschel.     Jede   Ebene, 
vorigen  die  4  harmonischen  D  D  iii  harmonischen  Strahlen. 

Vier    harmonische  Q  D    werden    von   jeder  in 

4  harmonischen  •  •  und  von  jeder  n  in  4  harmonischen 
Strahlen  geschnitten. 
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Doppal- 

Vier  harmonische 
aus  jedem   •  durch  4  harmonisehe  □  n  projecirt. 

Aufgabe.     Zu    3    hannonischen   Elementen    das  4*® 

Sind  die  Elemente  •  • »  so  konstruire  man  das  zu- 
oder  Ebenen  eines-  Büschelfe,  so  schneide  man 
den  4ten  harmonischen  •. 

Werden  3  DD  ^ßy  eines  [|]  von  beliebigen  Trans- 
versalen geschnitten,  und  wird  zu  den  3  Schnitt  •  •  der 
4*6  harmonische  •  gesucht,  so  liegen  alle  diese  4ten  .  •  in 
einer  □  if,  welche  zu  ccßy  die  harmonisehe  ist. 

Ist  A  B  C  D  ein  harmonisches  Gebilde .  so  sind  nicht 
sondern  auch  D  C  B  A,  D  A  B  C,  B  C  D  A  und  B  A  D  C. 


Dasselbe  gilt  für  harmonische  Strahlen  und  Ebenen. 


Durch  2 (a  und  b)  und  einen  •  ausserhalb  1,  ist 

eine  dritte  bestimmt,  welche  durch  den  Schnittpunkt 

0  geht   und  jeden  •  (3)  enthält,    welcher  durch  die  ge- 
gebene —  a  und  b    von   •    1    harmonisch    getrennt  ist. 

Diese  dritte  ist  nämlich  der  harmonische  Gegenstrahl 

von  1»0  Figur  4. 

Im  vollständigen  ebenen  4 eck  sind  je  2  Gegenseiten 

(K  M  und  L  N)  durch  die  beiden  •  •  (A  und  C) ,  in  denen 

die  übrigen  Gegenseiten   paarweise   sich   schneiden ,   hai^ 

monisch  getrennt.     Figur  3. 

Wenn  in  einer  2  •  •  A  und  C(  Figur  3)  von 

4  harmonische  •    auf  dieser  Geraden  in  unendlicher 
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Sfttee. 

Strahlen  werden 

von  jeder  □  in  4  harmonischen   •  •  geschnitten. 

zu  finden: 

gehörige  vollständige  4 eck,     sind    sie    dagegen    Strahlen 
denselben  durch  eine  und  suche  zu  den  3  Schnitt  •  • 

Werden  3  •  •  •  A  B  C  eines  -f-  aus  beliebigen  Axen 
projecirt  und  wird  für  jede  Axe  zu  den  3  projecirenden 
□  D  die  4*«  harmonische  gesucht,  so  gehen  alle  diese 
4ten  Ebenen  durch  einen  •  D ,  welcher  zu  A  B  C  harmo- 
nisch ist. 

nur    ADCB,    CBAD    und    CD  AB    ebenfalls    solche, 

Figur  4. 


Durch  eine  b  und  zwei  •  •  ausserhalb  (1  und  4) 

ist  ein  dritter  •  (3)  bestimmt,  welcher  auf  der  Verbindungs- 
linie von  •  1  und  4  liegt  und  durch  welchen  jede (c) 

geht,    welche    durch    die   gegebenen  Punkte  von  der  ge- 
gebenen —  (b)  harmonisch  ist. 


•  • 


Im   vollständigen  ebenen  4 seit  sind  je  2  Gegen 

(A  und  C)  durch  die  beiden  (KM  und  ITH),    welche 

die  übrigen  Gegen  •   •   paarweise  verbinden,   harmonisch 

getrennt. 

einem    dritten  B  gleichen  Abstand   haben,    so   liegt    der 
Entfernung  und  der  Strahl  zu  diesem  •  ist  ||  der  — ^. 
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Zwei  Seiten  eines  A»  ^ie  die  Grundlinie  halbirende 
Orundlinie  sind  daher  harmonische  Strahlen,    (a.  b.  c.  d.) 

Im   gleichschenkeligen  A  steht  b  senkrecht  auf  der 
bildeten  Neben  <  durch  b  und  d  halbirt.     Daraus  folgt: 

Die  Halbirungsfinien  zweier  Neben  <j:  sind  dureh 
Umgekehrt  werden,  wenn  von  4  harmonischen  Strahlen 
den  andern  beiden  Strahlen  halbirt. 

Wird  ein  harmonischer  Strahlenbüschel  ab  cd  durch 
halbirt  von  den  3  Schnittpunkten  mit  den  übrigen  Strah- 

Aufgabe.    Zu  3  •  •  oder  Strahlen  den  4*«» 

Fignr  5. 


Sind   die    gegebenen 
n  m  =  m  o    und    ziehe 


Figur  7. 
C 


Sind  die  gegebenen 

kührlich      durch    2, 

?      so    ist   •   4    der  ge- 


Aufgabe.    Zu  der  Greraden  AB 


Man  halbire  A  B  in  C  und 
Man  ziehe  femer  nB  beliebig 

Soll  die  II  durch  einep  be- 
längerung   von   A  n   anzuneh- 


M  ■  « 
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Sitae« 

Transversale    und   die   durch   die   Spitze   gehende   ||   zur 

Grundlinie  und  auf  d,  auch  werden  die  von  a  und  c  ge- 

die  Schenkel  derselben  harmonisch  getrennt. 

2  getrennte  senkrecht  auf  einander  stehen,  die  <^  zwischen 

eine  Parallele  u  zu  einem  seiner  Strahlen  geschnitten,  so 
len  der  eine  der  Abstand  zwischen  den  beiden  andern. 

harmonischen  zu  finden.    Figur  5  und  6. 


Elemente  Strahlen  1.  2.  3.,  so  lege  man  u  |{  s3,  mache 
s4,  so  ist  dieses  der  gesuchte  Strahl. 


Elemente  •  •  1.  2.  3.,  so  ziehe  man  mn,  Figur  6,  will- 
macha  2  m  ==  2  n  und  bestimme  •  s.  Zieht  man  s  4  ||  m  n, 
suchte  Punkt. 

eine  ||  zu  ziehen.    Figur  7. 


ziehe  von  einem  beliebigen  •  S  die  Strahlen  AS,' CS,  BS. 
und  Am  durch  •  D,  so  ist  nm  ||  AB. 
stimmten  •  n  gehen,    so   ist  S  willkührlich  in  der  Ver- 
men,  n  B  dagegen  durch  die  •  •  n  und  B  bestimmt. 
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, ,        ^^°'  ^'  ,       Zwischen  den  Abschnit- 

Ji  B  c  M  einer  gebildet   werden. 

Strecke  A  C  ist  durch  den  in  ihr  gelegenen  Punkt  B  in 
welcher  von  B  harmonisch  getrennt  ist. 


Projektivisohe  Verwandtschaft 

Zwei  ungleichartige  Grundgebilde  liegen  A»  wenn  das 
gebilde  liegen  A»  wenn  sie  entweder  Schnitte  oder  Scheine 

Zwei  Grundgebilde  sind  A»  wenn  sie  so  auf  ein^der 
je  4  harmonischen  Elementen  des  andern  entsprechen. 

Wenn  2  Gebilde  zu  einem  3*en  /\  sind,    so    sind   sie 

Zwei  gleichartige  A  Grundgebilde  können    auch   in 
z.  B.  die  geraden  Gebilde  AB  CD  und  A,B,C,D,  (Fi^r  9), 

Figur».       , ^     a/     4    '•      C,      --••■       M, 


9 

Sind  in  einer  Q  zwei  vXr,  Si  und  S2  (Figur  10)  ge- 
geben, welche  Scheine  eines  und  desselben  -4-  u,  also  Af 
sind,  und  schneidet  man  dieselben  durch  eine  — •  v,  ao 

erhält   man    in   dieser  2  A  gerade  Gebilde   ui    und    us, 
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S&tjt«. 


ten  (Figur  8),  welche  durch  rier  harmonische  Punkte  auf 
besteht  die  Proportion  A  B  :  C  B  !=  A  D  :  D  C ,  d.  h.  die 
eben  dem  Verhältniss  getheilt,  wie  durch  den  äusseren  •  D, 


zwischen  einförmigen  Grundgebilden. 

eine  ein  Schnitt  des 'andern  ist;  zwei  gleichartige  Grund- 
ein und  desselben  dritten  Grundgebildes  sind. 

bezogen  sind,  dass  je  4  harmonische  Elemente  des  einen 

auch  zu  einander  7\, 

einander  liegen,  so  dass  sie  denselben  Träger  haben,  wie 
welche  die  Gerade  v  v  zum  Träger  haben. 


Figur  lÖ. 


et» 


Sind  in  einer  n  zwei  -f-  ui  und  u»  (Figur  11)  ge- 
geben, welche  Schnitte  eines  und  desselben  ^  S,  also 
perspektivisch  sind,  und  projecirt  man  dieselbe  aus  einem 

•  T  der  n »  so  wird  dieser  der  Mittel  •  von  2  A  Strahlen- 


'  7* 
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welche  die  beiden  Sehnitt  •  •  von  v  mit  u  und  mit  SiS» 

entsprechend  gemein  haben.    Diese  beiden  •  •  fallen  zn- 

sammen ,  wenn  Si  Sa  durch  u  v  geht. 

In  den  Figuren  sind  Ai  "und  Aa ,  Bi  und  Ba ,  Ci  und  d 
entsprechende  •  •, 

Wenn  2  A  einförmige  Grundgebilde  3  Elemente  ent- 
entsprechend gemein  und  sind  also  identisch  mit  einander. 

Zwei  A  einförmige  Grundgebilde  tonnen  daher  hoch- 
nicht  zusammenfallen  sollen. 

Wenn  ein  -f-  zu  einem  Büschel,  oder  ein  Strahlen- 
des ersten  Gebildes  in  den  ihnen  entsprechenden  Elementen 
des  letzteren. 

Figur  12. 


Wenn  2  A  Strahlenbüschel  S  und  S,  (Figur  12), 
welche  in  einerlei  □  liegen,  aber  nicht  konzentrisch  sind, 
den  Strahl  a  oder  a, ,  welcher  ihre  Mittelpunkte  verbindet, 
entsprechend  gemein  haben,  so  sind  sie  Scheine  ein  und 
desselben  -h  u  und  somit  A-  Denn  verbindet  manBtind 
C  durch  eine  ,   so  sind  die  beiden  -4-,    in  welchen  u 

die  beiden  Büschel  schneidet,  identisch,  weil  sie  A  sind 

und  3  •  •  entsprechend  gemein  haben. 

Wenn  2  A  C|] .    deren  Axen  sich  schneiden,  die  Ver- 

bindungs  n  dieser  Axen  entsprechend  gemein  haben,  so 
sind  sie  Scheine  ein  und  desselben  4&     und  daher  A- 
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:Sfitse. 

I 

Büscheln,  welche  die  beiden  Verbindungslinien  von  T  mit  S 
und  mit  ui  ua  entsprechend  gemein  haben.     Diese  beiden 
strahlen  fallen  zusammen,  wenn  ui  U2  auf  S  T  liegt, 
-ai  und  a2,  bi  undb2,  ci  und  es  entsprechende  Strahlen. 

sprechend  gemein  haben,  so  haben  sie  alle  ihre  Elemente 

0 

stens    2  Elemente  entsprechend  gemein  haben,    wenn  sie 

büschel  zu  einem  Ebenenbüschel  A  ist   und  3  Elemente 
des  letzteren  liegen,  so  ist  das  erste  Gebilde  ein  Schnitt 

Figur  13. 


Wenn  2  A  -^  Gebilde  u  und  u,  (Figur  13),  welche 
sich  schneiden,  ihren  Schnittpunkt  A  oder  A,  entsprechend 
gemein  haben,  so  sind  sie  Schnitte  ein  und  desselben  %  S 
und.  somit  perspektivisch.     Denn  verbindet  man  B,  und  B, 

sowie  C,  und  C,  und  schneiden  sich  diese mS,  so  sind 

die  beiden     ^,  durch  welche  aus  S  die  ~  u  und  u,  pro- 

jecirt  werden,  identisch,  weil  sie  A  sind  und  3  Strahlen 

gemein  haben. 

Wenn  2  A     * »   welche  konzentrisch  sind,   aber  in 

verschiedenen  n  Hegen,  die  Schnittlinie  dieser  □  □  ent- 
sprechend gemein  haben,  so  sind  sie  Schnitte  ein  und 
•desselben  [|J  und  daher  A- 
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Doppel- 
Wenn  2  A     *   S    und  S,  (Figur  12)    verschiedene 
Mittelpunkte  haben ,  und  irgend  3  |  h  e  d   des  einen  von 
denen    ihnen  entsprechenden  b,  c,  d,  des  andern  in  q  •  -^ 

BCD  geschnitten  werden,  welche  auf  einer u  liegen, 

so  sind  die     %  Scheine  des  -f-  u  also  A  und  alle  Schnitt- 
punkte von  je  zwei  entsprechenden  |  liegen  auf  u. 

Zwei  A  *»  welche  schief  in  einer  □  liegen, 
schneiden  einander  in  einer  Kurve  Ü*«'  Ordnung,  indem 
jeder  Strahl  des  einen  Büschels  den  entsprechenden  des 
andern  Büschels  in  einem  •  dieser  Kijjve  schneidet. 

In    keiner liegen   mehr    wie    2  •   • "  einer   Kurve 

nter  Ordnung. 

Zwei  einförmige  Orundgebilde  können  stets  in  solcher 
3  Elementen  des  einen  3  beliebige  Elemente  des' anderen 
kann    dann   das    entsprechende    des  andern  Gebildes   ein- 


Figur 

14. 

^C 

_c^ 

y 

>^ 

/3l.  I**- 

.--*^« 

— ^^ 

)^ 

^Bz 

1 1 

fe 

^A^ 

\% 

SiV 

"^ 

Da  u,  A  zu  U2  und  U2  A  zu  u  ist,  so  geht  hieraus 
Erstes  und  Letztes  in  einer  Reihe  von  Grebilden  betrachtet 
vorhergehenden  A  liegt. 
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SStce. 

I         I  ■ '  11  II  iij 

V 

Wenn  2  A  -f-  u  und  u,  in  verschiedenen  —  liegen 
und  irgend  3  von  den  |,  deren  jeder  ein  Paar  ent- 
sprechender •  •  B  undB,,  C  und  C,,  D  und  D,  verbindet, 
sich  in  einem  und  demselben  •  S  schneiden,  so  sind  die 
-^  u  und  u,  Schnitte  des  %  S,  also  A»  und  alle  Ver- 
bindungslinien von  2  entsprechenden  |  gehen  durch  S. 

Zwei  7\  -^i  welche  schief  in  einer  n  Hegen,  pro- 
jeciren  einander  durch  einen  ¥f  Ilt»'  Ordnung,  indem 
jeder  •  des  einen  den  entsprechenden  •  des  andern  -r- 
durch  einen  |  dieses  *     projecirt. 

Durch  keinen  •  gehen  mehr  als  2  |  eines  %  H^^r 
Ordnung. 

Weise  A  auf  einander  bezogen  werden,  dass  man  irgend 
Grundgebildes  zuweist;  zu  jedem  4*«»  Elemente  des  einen 
deutig  bestimmt  werden. 

Sollten  z.  B.  die  -i-  u  und  u,  so  auf  ein^der  be- 
zogen werden,  dass  den  3  •  •  ABC  die  •  •  A,B,  C,  zu- 
gewiesen werden,    so  pjojecire  man  u  aus  einem  in  AA, 

belegenen  •  S  auf  U2.  Es  müssen  sich  alsdann  C,  Ca^ 
B,  B2 ,  sowie  alle  andern  Verbindungslinien  von  je  2  ent- 
sprechenden •  •,  in  S,  schneiden,  weil  u,  mit  u,  A  ist,  da 

beide-  den  Schnittpunkt  u,  ua  mit  A,  gemein  haben.  Der 
entsprechende  •  von  D  auf  u,  wird  gefunden,  indem  man 
D  aus  S  nach  U2  projecirt  und  die  Gerade  Da  S,  zieht. 
Ihr  Durchschnitts  •  mit  u,  ist  der  entsprechende  •  D,. 

hervor,  dass  2  A*  einförmige  Grundgebilde  immer  als 
werden  können,   deren  jedes  zu  dem  folgenden  und  dem 
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Wird  ein  -^  durch  Bewegung  eines  seiner  ••  P  be- 
schrieben, 80  durchläuft  der  entsprechende  •'?,  auf  einem 
andern  -^  einen  entsprechenden  Weg.  Diese  Wege  haben 
in  beiden  Gebilden  entweder  gleiche  oder  entgegengesetzte 
Richtung.  Im  ersten  Falle  heissen  die  Gebilde_  „ein- 
stimmig A*S  im  zweiten  Falle  „entgegengesetzt  A". 

Da  im  entgegengesetzten  7\  Gebilde  die  sich  be- 
müssen, so  haben  dieselben  2  Elemente  entsprechend  ge- 
entsprechenden —f—f—  oder  <j:  des  anderen  liegt.  Die- 
entspreehend  gemein. 

Figur  15. 


s% 


Drehen  sich  die  Seiten  ai  as  .  .  .  an  eines  veränder- 
lichen einfachen  necks  der  Keihe  nach  um  n  feste  •  • 
Si  Sa  . .  Sn,  während  n — 1  Eckpunkte  äi  aa  äs  as . . .  an— i  an 

desselben  sich  auf  die  festen ui  ua . . .  un— i  bewegen, 

so  beschreibt  der  letzte  Eckpunkt  an  ai  und  jeder  andere 
Schnittpunkt  der  Seiten  des  necks  entweder  eine  Kurve 

n*®'  Ordnung  oder  eine  ,  und  zwar  eine  Gerade  u.  A. 

dann,  wenn  die  festen  Drehpunkte  Si  Sa  . . .  alle  auf  ein» 
g  liegen. 

Die  Seiten  ai  aa  .  .  .  beschreiben  nämlich  um  Si  Sa . .  • 
Strahlenbüschel,  von  denen  jeder  zu  dem  Folgenden  A 
liegt,  Figur  15. 
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Sätse. 


Ein     ^   oder  [|]  kann  durch  Drehung  eines  |  resp. 
-einer  Ebene  entstanden  gedacht  werden. 

Zwei  auf  einander  bezogene     ^  oder  [|]  können  da- 

lier  einstimmig  oder  entgegengesetzt  Ä  sein,  je  nachdem 
der  Drehsinn  in  beiden  =  oder  entgegengesetzt  ist. 

wegenden  Elemente  nothwendig  2  mal  in  einander  fallen 
mein,  wenn  eine  ~~f^ß^  resp.  -<  des  einen  ganz  in  der 

selben  haben  öfters   ein,    manchmal   auch   kein  Element 

Fi^ur  16. 


Durchlaufen  die  Eckpunkte  Ai  A2  .  .  .  An  eines  ver- 
änderlichen «infachen  n  ecks  der  Beihe  nach  n  feste  Gerade 
ui  US  .  .  .  un,  während  n — 1  Seiten  desselben  sich  um  die 
festen  \  •  Si  Sj  .  . .  Sn— 1  drehen,    so  beschreibt  die  letzte 

Seite  An  Ai  und  ebenso  jede  Diagonale  des  n  ecks  ent- 
weder einen  ^  11*«'  Ordnung,  oder  sie  dreht  sich  um 
einen  festen  • ,  und  zwar  tritt  der  letzte  Fall  u.  A.  dann 
ein,  wenn  die  —  ui  u«  .  .  .  sieh  alle  in  einem  •  schneiden. 

Die  Endpunkte  Ai  Aa  .  .  .  An  beschreiben  nämlich  in 
ui  ui  .  .  .  -f-,  deren  jedes  zum  Folgenden  A  liögt, 
Figur  15.  ' 
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Doppel» 

Folglich  sind  je  2  dieser  Büschel  und  namentlich  der 

erste  und  letzte  A»  und  erzeugen  eine  Kurve  11*®'  Ord- 
nung, wenn  sie  nicht  etwa  A  liegen;  dieser  Fall  tritt 
u.  A.  ein ,  wenn  Si  S2 . . .  8n  auf  einer g  liegen. 


Kurven,  Büschel  und  Kegel- 


Wenn  2  A  C|]t  deren  Azen  sich  schneiden,  nicht  A 
liegen,  so  bilden  die  sämmtlichen  Schnittlinien  ent- 
sprechender n  D  eine  Kegelfläche  11*«'  Ordnung,  welche 
mit  keiner  n  mehr  als  2  dieser  Schnittlinien  gemein  hat. 
Der  Schnittpunkt  der  Axen,  durch  welchen  alle  solche 
Strahlen  der  Kegelfläche  hindurchgehen,  heisst  der  Mittel- 
punkt derselben. 

Figur  17. 


In  Figur  17  liefern  die  •  •  ABCD  und  A,  B,  C,  D, 
Ebenen  0  a,  Ob,  0  c,  Od,  den  [|]  11*«'  Ordnung  bilden. 

Jede  Kurve  und  jeder  *  11*«'  Ordnung  wird  aus 
einem  nicht  in  derselben  Q  gelegenen  •  durch  eine  Kegel- 
fiäche  resp.  einen  [|]  11*0'  Ordnung  projecirt. 


i 
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Sitse. 

Folglich  sind  je  2  dieser  Gebilde  und  also  auch  das 

erste  und  letzte  7\,  und  erzeugen  einen  Büschel  11*«^ 
Ordnung,  wenn  sie  nicht  etwa  A  liegen.  Dieser  letzte 
Fall  tritt  u.  A.  ein ,  wenn  die  —•  ui  us . . .  ui  sich  in  einem 
•  P  schneiden. 


flächen  titer  Ordnung. 


Wenn  2  A  *,  deren  n  G  sich  schneiden,  kon- 
zentrisch, aber  nicht  A  liegen,  so  bilden  die  sämmtlichen 
Verbindungsebenen  entsprechender  Strahlen  einen  [|]  11^^ 
Ordnung,  welcher  mit  keinem  [|]  I*®'  Ordnung  mejir  als 
2  D  D  gemein  hat.  Der  Mittel  •  der  * ,  durch  welchen 
aUe  D  des  Büschels  II*«^  Ordnung  hindurchgehen,  heisst 
der  Mittel  •  dieses  [|]. 


Die  Bichtigkeit  dieses  Doppelsatzes  erhellt  sofort, 
wenn  man  Figur  16  und  17  aus  einem  nicht  in  der  Q 
der  Figuren  belegenen  •  z.  B.  dem  Auge  projecirt. 

In  Figur  16  liefern  die  *  S  und  Si  aus  einem 
solchen  •  0  projecirt  die  A  [|]-  Die  ^—  A  0,  D  0  u.  s.  w. 
sind  dann  die  Schnittlinien  der  n  D  ^nd  zugleich  die 
Strahlen  der  Kegelfläche,  deren  Mittel  •  0  ist. 

aus   0   projecirt    die    konzentrischen     ^,    während    die 

Jede  Kegelfläche  und  jeder  [|]  11*«  Ordnung  wird  Ton 
einer  nicht  durch  den  Mittel  •  gehenden  Q  in  einer  Kurve 
xesp.  ft    ntw  Ordnung  geschnitten. 
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Die  Kurve  k  H*"  Ordnung  (Fignr  16)  greht  durch  die 
Mittel  ■  •  der  ^  8  und  S,.  Denn  dem  Strahle  p  von  S 
entspricht,  da  die  $  nicht  A  liegen,  irgend  ein  anderer 
j  von  8, ,  etwa  p,.  Der  Schnitt  •  von  p  p, ,  d.  h.  •  S, ,  go- 
nOrt  also  der  Kurve  k  an. 

Dem  gemeinachaftlichen  |  p  (Figur  16)  von  2  A  3& 
entspricht  die  Tangente  p,  deijenigen  Kurve  U*"  Ordonng, 
in  welcher  die  Bfischel  sich  schneiden. 

Zwei  A  *  S  und  S,  seien  dnrch  S  Paar  ent- 
sprechender |  aa,,  bb,,  cc,  gegeben;  ea  sollen  be- 
liebig viele  ■  •  der  Kurve  Ht«  Ordnung,  in  welcher 
sich  die  I  schneiden,  konstruirt  werden. 

Figur  IS.  , 


8itE& 

Der  Strahlenbüachel  K  H*«  Ordnnng  (Figur  17)  ent- 
hält anch  die  —  u  uud  n,,  in  weichet  die  -f-  liegen. 
Denn  dem  Schnittpunkt  P  von  u  und  u,  entspricht,  weil 
die  -T-  nicht  /\  liegen  sollen,  irgend  ein  anderer  •  P,  im 
-^  n  u,  die  Verbindungslinie  PT",,  d.  h.  a,  gehört  also 
dem  Büschel  K  an. 

Dem  Schiitt  •  P  von  2  Ä  -^  (Figur  17)  entspricht  in 

Sdeni  derselben  ein  Beruhrnngspunkt  desjenigen  Büschels 
t"  Ordnung,  durch  welchen  die  -i-  einander  projeciren. 

Zwei  -^  n  n,  seien  durch  3  Paar  entsprechender  ■  • 
AA,,  BB,,  CG,  gegeben;  es  aollen  beliebig  viele 
I  des  Büschels  II»«' Ordnung,  durch  welches  die -r- 
einander  projeciren,  konatruirt  werden. 

Figur  IB. 
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Dapp«!- 

Dnreh  den  Schnittpunkt  ä  a,  Ton  irgend  2  entsprechen- 
den I  der  A    4t  S  und  S,  lege  man  (Me u  und  u, 

von  aenen  u  den    4t  S  in  einem  -r-  A  B  0  und  u,  den 

4t    S,  in  einem  -f-  A,  B,  C,  schneide.     Als  Schnitte  A 

4t  sind  diese  -^  auch  zu  einander  7\.  Sie  liegen  aber 
auch  A»  weil  in  ihrem  Schnittpunkte  §  entsprechende  •  • 
A  und  A,  zusammenfallen.  Sie  sind  daher  Schnitte  des- 
jenigen 4t  St,  in  dessen  Mittel  •  die  |  WE,  (TU;  sich 
schneiden.    Figur  18.1 

Um  zu  irgend  einem  |  d  des  Büschels  S  den  ent- 
sprechenden d,  von  S,  zu  finden,  projecirt  man  den 
Schnitt  •  D  aus  Si  nach  D,  und  zieht  D,  S,.  Dieses  ist 
der  gesuchte  |  d  und  •  dd,  oder  P  ein  •  der  Kurve  k. 

Hiermit  sind  folgejide 

Auf  jedem  |  von  S  oder  S,  den  zweiten  von  S  und  S, 
verschiedenen  Schnitt  •  mit  k  zu  finden. 

In  den  Mittel  •  •  von  2  A  4t  Tangenten  p  und  p„ 
Figur  18,  der  von  ihnen  erzeugten  Kurve  11^^  Ordnung 
zu  ziehen. 

Auf  irgend  einer u,  welche  eine  Kurve  K  (Figur 

18)    in    einem    gegebenen   •  A   schneidet;    den    zweiten  . 
Schnittpunkt  M  mit  k  zu  finden. 
Lehrsatz  des  Pascal. 

In  jedem  einfachen  6 eck,  welches  einer  Kurve  11*^^ 
Ordnung  eingeschrieben  ist,  schneiden  sich  die  Gegen- 
seiten in  3  Punkten  einer  Geraden. 

Denn  in  Figur  18  istSPS^MAL  das  6eck,  LP  und 
MA,,PS,  und  AL,,  S,  M  und  S,L,  die  Gegenseiten  und 
PSsD,  die  Schnitt.  .. 

Eine  Kurve  11*«»  Ordnung  wird  aus  beliebigen  2  ihrer 

Punkte  durch  2  A  4t    projeoirt. 
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fifttse. 


In    der  Yerbindimgs  AA,   von   irgend    2   ent* 

sprechenden  •  •  der  A  -^  u  und  u^  (Figur  19)  nehme 
man  die  Mittel  •  •  S  und  S,  von  2  *  an,  von  denen  S 
das  -f-  A  B  C  und  S,  das  ~  A,  B,  C,  projecire.  Als  Scheine 

y\  -4-  sind  die  ^  S  und  S,  auch  zu  einander  A.  Sie 
liegen  aber  auch  A,.  weil  in  der  Verbindungslinie  S  S,  ihrer 
Mittel  •  •  2  entsprechende  |  a  und  &,  zusammenfallen.  Sie 
sind  also  Scheine  desjenigen  -f-,  welchem  die  Schnitt  •  • 

b  b,  c  C;  angehi^en. 

Um  zu  irgend  einem  •  D  von  u  den  entsprechenden 

D,  von  U;  zu  finden,  schneide  man  die  ^—  WS  oder  d 
■durch  U2    und  projecire  den  Schnitt  •  aus  S2  durch  den 

• 

Strahl  d;  auf  u,.  Die  Projektion  d,  u,  ist  der  gesuchte 
*  Df.    Der  |  D  D,  gehört  zu  dem  Büschel  11*"  Ordnung  k. 

Aufgaben  gelöst: 

Durch  jeden  •  von  u  oder  u,  den  zweiten  von  u  oder  u, 
verschiedenen  Strahl  des  Büschels  K  zu  finden. 

Auf  2  A  -f-,  die  einen  Büschel  Ilter  Ordnung  er- 
2eugen,  die  Berührungs  •  •  F  (Figur  19)  zu  finden. 

Durch  irgend  einen  •  S,  welcher  auf  einem  gegebenen 
Strahl  des  Büschels  K  (Figur  19)  liegt,  den  zweiten  Strahl 
q  dieses  Büschels  zu  ziehen. 

Lehrsatz  des  Brianchon. 

In  jedem  einfachen  6  eck,  welches  aus  6  Strahlen 
eines  Büschels  11*«'  Ordnung  gebildet  wird,  schneiden  sich 
die  3  Hauptdiagonalen  in  einem  Punkte. 

Denn  in  Figur  19  ist  SS, BCC,  Q,  ein  6 eck  obiger 
Art,  S, C;,  EQ,  CS  die  Hauptdiagonalen  x  der  Schnitt- 
punkt. 

Ein  #    n*«'  Ordnung  wird  durch  beliebige  2  seiner 

Strahlen  in  2  A  -^  geschnitten. 
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4  •  •  einer  Eurre  n^'  Ordnung  heissen  harmoniselie 
•  •  y  wenn  sie  aus  irgend  einem  nnd  folglich  ans  jedem 
fünften  •  der  Knrve  durch  harmonische  |  projecirt  werden. 

Durch  jeden  •  einer  Kurve  ü*«'  Ordnung  geht  eine 
Tangente. 

Jede  Kurve  n*«  Ordnung  wird  daher  von   einem 
nung  umhüllt  ein  System  von  Berührungs  •  •. 

Zwei  Kurven  ü*^'  Ordnung  fallen  zusammen,  wenn 
sie  entweder  5  •  •  oder  4  •  •  und  die  Tangente  in  einem 
derselben  S,,  oder  3  •  •  und  die  Tangenten  in  S  und  S^ 
gemein  haben. 


Wenn  in  einem  6 eck,  welches  einer  Kurve  W^^ 
unbegrenzt  nähern,  so  wird  die  6  Seite  oo  klein  und  fallt 

Wenn  in  einem  6 eck,  dessen  Seiten  aus  |  eines 
sich   unbegrenzt  nähern,  so  fällt  ein  Berührungs  •   mit 

Wenn  man  auf  diese  Weise  aus  dem  Geck  5ecker 
selben  folgende  Lehrsätze: 


Fignir  20. 


In  jedem  einer  Kurve 
n*«r  Ordnung  einge- 
schriebenen 5eck  schnei- 
den sich  je  2  nicht  auf 
einander  lolgende  Seiten 
und  die  fünfte  Seite  mit 
der  Tangente  t  des  ihr 
gegenüber  liegenden  Eck  •  in  3  •  •  einer u.  Figur  20. 

Hiemach  sind  folgende 

Aufgabe.    Wenn  5  •  •  einer  Kurve  n*«»"  Ordnung  ge- 
geben,  sind  die  Tangenten  an  dieselben  zu  ziehen. 
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Sitse. 

4  strahlen  eines  Büsehels  Ilter  Ordnung  heissen  har- 
monisehf  Strahlen^  wenn  sie  durch  irgend  einen  und  folg- 
lieh durch  jeden  fünften  Strahl  des  Büsehels  in  4  hfu*- 
monischen  •  •  geschnitten  werden. 

Auf  jedem  Strahl  eines  Büschels  11*«'  Ordnung  liegt 
ein  Berührungs  •  desselben. 

System  von  Tangenten  eingehüllt  und  jeder    ^  11*®'  Ord- 

Zwei  4&  n*«'  Ordnung  fallen  zusammen,  wenn  sie 
entweder  5  |  oder  4  |  und  den  Berührungs  •  in  einem  der- 
selben u  oder  3  |  in  die  Berührungs  •  •  in  u  und  u,  ge- 
mein haben. 


Ordnung  eingeschrieben  ist,   2  benachbarte  Eck  •  •  sich 

mit  der  Tangente  zusammen. 

Büschels  II*«'  Ordnung   bestehen,    2   benachbarte   Seiten 

einem  Eck  •  zusammen. 

4  ecke  und  3  ecke  entstehen  lässt,  so  ergeben  sich  für  die- 

^^'     *  In  jedem  5 eck,  dessen  Seiten  Strahlen 

eines  Büschels  11*«'  Ordnung  sind,  schnei- 
den sich  die  Diagonalen  mit  der  Trans- 
K  versale  d  aus  dem  fünften  Eck  •  nach  dem 
gegenüberstehenden  Berührungs  •  in  einem 
Punkte.    Figur  21. 

Aufgaben  zu  lösen: 

Aufgabe.    Wenn  5  |  eines  Büschels  n*«'  Ordnung  ge- 
geben, sind  die  Berührungs  •  •  zu  finden. 
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Poppri- 


Figur  23. 


In  jedem  einer  Kurve  n*«'  Ord- 
nnng  eingeschriebenen  4  eck  schnei- 
den sieh  die  Gegenseiten  und  die 
Tangenten  1 1'  zu  2  gegenüber- 
stehenden Eckpunkten  in  3  Punk- 
ten einer  Geraden  u.    Figur  23. 

Figur  25. 


tf 


In  jedem  einer  Kurve  U^^  Grades  eingeschriebenen 
3  eck  schneiden  sieh  die  Tangenten  ti  ta  ts  an  die  Eck- 
punkte mit  den  gegenüberstehenden  Seiten  in  3  Punkten 
einer  Geraden.    Figur  25. 

Figur  26  a. 


Lässt  man  in  Figur  18  die  -f-  u  und  u,  sich  drehen 
und  zwar  so,  dass  u  mit   1  a,  und  u,  mit  a  zusammen- 


■'t 
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In  jed«m  4eek,  welches  aus  |  eines 
Büschels  n*®'  Ordnung  besteht,  schneiden 
sicji  die  Diagonalen  und  die  Verbindungs- 
linien dd,  von  je  2  gegenüberstehenden 
Berührungs  •  •  in  einem  Punkte.  Figur  24 

Figur  26. 


Die  3  — ,  welche  in  einem  von  3  |  eines  Büschels 
Wer  Ordnung  gebildeten  3eek  die  Eck  •  •  mit  den  gegen- 
überliegenden Berührungs  •  •  verbinden,  schneiden  sich  in 
einem  Punkte.    Figur  26. 

Figur  27. 


Läset  man  in  Figur  19  B,  mit  A  und  S  mit  A,  zu- 
sammenfallen f  so  fällt  die  —  S,  ü  u,  mit  u  und  die  — 
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fällt  und  bestimmt  Ss ,  so  ist  dieses  der  DurehselmittB  • 
der  Tangenten  t  und  t,;  denn  um  den  entsprechenden 
Strahl  STS  zu  finden,  hat  man  S  durch  Sa  nach  T  zu 
prpjeeiren  und  ST  zu  ziehen ,  und  ebenso  ergibt  sich  der 
entsprechende  |  von  ^^,  in  der  Linie  SiSs. 

Ausserdem  liegen  b,  k  ä,  b,  sowie  ö,  a  ä,  c  in  2  durch 
S«  gehepden  ^— .  Dasselbe  würde  mit  den  Punkten  b,  fe  — 
b,  h,  sowie  e,  b  •  b,  e  stattfinden,  wenn  man  u  und  u,  mit 
e  und  e,  oder  b  und  b,  zusammenfallen  lassen  würde. 


Daraus 
Die  beiden  Punkte  ab,  und  ä, b,  in  welchen  irgend 
2  Paare  entsprechender  |  der  Ä    ^  S  und  S,  sich  wechsel- 
seitig schneiden,  liegen  mit  dem  Schnitt  •  Ss  der  Tangenten 
an  S  und  S,  in  einer  Geraden. 

Sind  daher  3  Paar  entsprechender  Strahlen  aa,,  bb,, 

cc,  gegeben,  so  ergibt  sich  aus  den  Durchschnitts  •  • 
ab,,  ä,  b ,  ä  c, ,  a,  c  nach  Figur  26  sehr  leicht  •  Ss  und  jede 
durch  ihn  gelegte  d  schneidet  mit  a  und  a,  ent- 
sprechende •  •  ab. 

Bilden  4  •  •  K  L  M  N  einer  Kurve  ![*«»•  Ordnung  ein 

vollständiges  4 eck  und  ihre  Tangenten  klmn  ein 
vollständiges  4 seit,  so  liegen  in  den  Verbindungslinien 
der  3  •  •  X  YZ,  in  welchen  die  (jegenseiten  des  4ecks 
sich  schneiden,  je  2  Gegen  •  •  des  4seits,  denn  die  vorigen 
Sätze  gelten  für  jedes  der  8  einfachen  4 ecke,  in  denen 
das  vollständige  zerfiillt.     Figur  28. 
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Site«. 


S  ii  u,  mit  u,  zusammen  und  das  -^  us  geht  dureh    die 
Berührungs  •  •  T  und  T,. 

Ausserdem  liegen  alsdann  auf  TT,  die  Schnitt  •  •  der 

Ä/B  und  iTB,,  Ä^G  und  KU,. 

Dasselbe  würde  mit  WÜ,  und  B,  C  stattfinden,  wenn 
die  Mittelpunkte  .der  Strahlenbüsehel  S  und  S,  nach 
O,  und  C  verlegt  würden. 

Figur  27  a. 


folgt: 

Die  beiden  HB,  und  A,  B,  durch  welche  irgend 

2  Paare  entsprechender  •  •  der  A  -f-  u  und  u,  sich 
wechselseitig  projeciren,  schneiden  sich  auf  der  Ver- 
bindungslinie der  Berührungs  •  •  von  u  und  u,  (Berührungs- 
sehne us). 

Sind  daher  3  Paar  entsprechende  •  •  (Figur  27)  ge- 
geben, so  bestimmen  die  Durchsehnittspunkte  von  ÄTH,, 
A,  B  und  A  C, ,  C,  A  die  Bervhrungssehne  us.  Zu  jedem 
•  D  ergibt  sich  der  entsprechende  D,,  indem  man  D  nach 
O,  projecirt  und  C  durch  üs  nach  u,. 

Bilden  4  Strahlen  eines  Büschels  11^'  Ordnung  k  1  m  n 

«in  vollständiges  4seit  und  ihre  Berührungs  •  •  ELMN 
ein  vollständiges  4eck,  so  gehen  durch  die  Schnitt- 
punkte X  y  z  der  3  — ,  welche  Sie  Gegenpunkte  des  4eck8 
verbinden,  je  2  Gegenseiten  des  4seit8,  denn  die  vorigen 
Sätze  gelten  für  jedes  der  B  4seite,  aus  denen  das  voll- 
ständige  zusammengesetzt  ist.    Figur  28. 
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Die  s&mmtlichen  Tangenten  einer  Enire  11^^  Ordnung 
bilden  einen  ^    11*«'  Ordnung. 

Da  bei  der  Bewegung  von  •  k  die M  K  ebenfalls 

welcher  zu  dem  von  B^  beschriebenen  ^  A  ^^'^  folg' 
der  Satz  von  Chasles: 

Sind  auf  einer  Kurve  I!*«'  Ordnung  ein  beliebiger 
und  weist  man  jedem  |  von  M,  welcher  einen  beliebigen 
welchen  die  Tangente  k  des  •  E  hindurch  geht,  so  sind 
zogen.    Figur  28  und  29. 

Daher   sind  auch   die  Tangenten   an   4  harmonische 

Da  nach  früheren  Erklärungen  jede  Kurve  und  jeder 
legenen  •  durch  eine  Kegelfläche  resp.  Ebenenbüschel  !!*•' 
D  und  jeder  Berührung.-punkt  durch  einen  |  (Bertihrnngs- 

Die  sämmtlichen  Berührungs  D  D  einer  Kegelflfiche 
n*«'  Ordnung  bilden  einen  [|l  11*«^  Ordnung. 

Die  sämmtlichen  |  einer  Kegelfiäche  II*«r  Ordnung 
werden  aus  je  2  unter  ihnen  durch  A  [|1  projecirt. 
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88tse. 


Denkt   man   sich  •  k  auf  der  Kurve   beweglich,   so 
gleiten  die  Schnitt  •  «der  Tangente  k,  nämlich  E  und  Ay 

auf  n  und  1  weiter  und  beschreiben  dabei  2  Ä  -r-,  denn 
es  ist  S  N  die  Berührungssehne,  wie  in  Figur  27,  auf  der 
sich  immer  je  2  |  AD  und  EB  wechselseitig  in  T  schnei- 
den. Die  Tangente  k  durchläuft  daher  bei  ihrer  Drehung 
einen  ^    11*»'  Ordnung. 

Daraus  folgt:  Figur  29. 


Die   sämmtlichen  Berührungs  •  •  eines  *  n*er  Ord- 
nung bilden  eine  Kurve  ü*«'  Ordnung. 

stets  durch  T  g^ht,    so  beschreibt  sie  um  •  M  einen  ^f\ 
lieh  zu  dem  von  E  beschriebenen  -f-  Ä  ist.   Daraus  folgt 

fester  •  M  und  eine  beliebige  feste  Tangente  n  gegeben, 

•  k  der  Kurve  projecirt  denjenigen  •  von  n  zu,  durch 
der  *  M  und  das  gerade  Gebilde  n  A  a^f  einander  be-' 

♦  •  einer  Kurve  II*oi  Ordnung  4  harmonische  Tangenten. 

^  n*e'  Ordnung  aus  einem  nicht  in  derselben  Q  be- 
Ordnung projecirt  wird,  jede  Tangente  aber  durch  eine 
strahl)  projecirt  wird,  so  folgt  daraus: 

Die  sämmtlichen  Berührungs  |  eines  [|]  II*«»  Ordnung 
bilden  eine  Kegelfläche  II*«'  Ordnung. 

Die  sämmtlichen  Berührungs  Q  D  ^iner  Kegelfläche' 

n*«»  Ordnung  werden  von  je  2  unter  ihnen  in  A  *  ge- 
schnitten. 
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Dopp«l- 

Yier  |  einer  Eegelfläehe  11^'  Ordnung  heissen  hanno- 
nische,  wenn  sie  aus  irgend  einem  und  folglich  aus  jedem 
fünften  Strahle  der  Fläehe  durch  4  harmonische  Q  Q  pro- 
jecirt  werden. 

In  jedem  einer  Kegelfläche  eingeschriebenen  6kant 
schneiden  sich  die  3  Paar  Gegenseiten  in  3  ^—  einer  Q. 

Bezeichnet  man  die  oo  ferne  Gerade  einer  n  n^i* 
weder  keinen  •  oder  einen  •  oder  2  •  •. 

In  Fall  I  sind  alle  •  •  der  Kurve  und  alle  Tangenten 
dann  eine  Ellipse.  In  Fall  11  berührt  die  unendlich 
oder  uneigentlichen  •.  Die  Kurve  heisst  eine  Parabel, 
und  letztere  hat  2  uneigentliche  •  *,  jedoch  2  eigentliche 
Hyperbel. 

Zwei  Ä  *»  die  schief  in  der  Q  liegen,  erzeugen 
parallel   läuft;    eine   Parabel,    wenn    1   Paar;    und   eine 

sich  leicht  erkennen ,   wenn  man  die  A  i?&  so  in  der  O 
richtung    zu    ändern.     Die   ||  Strahlen    fallen    dann    zu- 
Zwei A  -^  können  nur  dann  eine  Parabel  erzeugen, 

denn  die  unendlich  ferne  —  ist  eine  der  Tangenten 
(Figur  27a),  indem  man  2  entsprechende  •  •  aufeinander 
bündeis  dar,  weil  ihr  Projektions-Mittel  •  auf  dem  QO 
Bewegen  sich  die  Eck  •  •  eines  A  so  auf  3  in  der  Q 
ändern,  so  besehreibt  die  dritte  Seite  entweder  auch  ein 
Parabel  umhüllt.   Denn  durch  die  ||  ^  der  ersten  2  Seiten 

auf  das  dritte  und  folglich  auf  einander  A  «^  bezogen. 

Sind  ein  -fr  u  und  ein  #  S,  die  in  derselben  Q  liegen, 
u  eine  ||  zu  dem  entsprechenden  |  von  S,  so  «schneiden  siah 
rabel.  Schneidet  man  nämlich  den  ^  S  durch  die  oo 
zu  u  projektiviseh  liegt.  Ist  dasselbe  nicht  A  zu  u,  so 
00  ferne  —  enthält  und  folglieh  eine  Parabel  umhüllt. 

Wird  eine  Kurve  I!*®'  Ordnung  aus  einem  nicht  in 
-eine  Oylinderfläehe  Il^er  Ordnung. 
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Sfitae. 

Vier  Berührungs  Q  Q  einer  Kegelfläche  11*«'  Ordnung 
heissen  harmonisehe,  wenn  sie  von  irgend  einer  und  folg- 
lich auch  von  jeder  fünften  in  4  harmonischen  Strahlen 
geschnitten  werden, 

In  jedem  einer  Kegelfläche  11*«'  Ordnung  umschrie- 
benen Gkant  schneiden  sich  die  B  Haupt-Diagonalebenen 

in  einer . 

11,  so  hat  eine  Kurve  II*«'  Ordnung  damit  gemein:  ent- 
eigentliche •  •  und  I  der  Ebene  und  die  Kurve  heisst 
ferne  —  die   Kurve   und   letztere   hat   einen   oo    fernen 

Im   dritten  Falle  schneidet  die  oo  ferne  die  Kurve 

Tangenten  (Asymptoten)  in  dieselbe.    Die  Kurve  ist  eine 

daher  eine  Ellipse,  wenn  kein  Paar  entsprechender  | 
Hyperbel,  wenn  2  Paar  1 1  laufen.    Der  Parallelismus  lässt 

verschiebt,  dass  sie  konzentrisch  werden  ohne  die  Strahlen- 
sanmien. 

"wenn  die  00  fernen  •  •   zugleich  entsprechende  •  •  sind, 

Solche  -f-  heissen  Ä  <^-  Bringt  man  sie  in  A  Lage, 
legt,  so  stellen  sie  sich  als  Schnitte  eines  ||  Strahlen- 
femen |,  also  selbst  00  ferne  liegt.  Daraus  folgt: 
fegebenen  ^— ,  dass  2  Seiten  desselben  ihre  Richtung  nicht 
Strahlenbüschel  oder 'einen  *  W»^  Ordnung,  der  eine 
werden  2  von  den  -f-,   die  in  den  gegebenen liegen, 

A  auf  einander  bezogen  und  zieht  man  durch  jeden  •  von 
diese  ||  entweder  in  einem  •  oder  sie  umhüllen  eine  Pa- 
feme  ^—  der  □ ,  so  erhält  man  ein  00  fernes  -^,  welches 
erzeugt  es  mit  u  einen  *  11*«'  Ordnung,  welches  auch  die 

ihrer  Q  liegenden  00   fernen  •  projecirt,   so  erhält  man 
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Graphische  Statik. 


Multiplikation  von  Strecken. 

Figur  1.  a  und  b  seien  die  zu  multipliciren- 

den  Strecken,  x  das  gesuchte  Produkt^ 
so  mache  man,  Figur  1: 

a  G  =  der  Maasseinheit, 

ab  =  b, 

a  e  =  a,  ziehe 

bc  il  de,  so  ist 

ad=  X. 

FiR^r  2.  Oder  man  mache,  Figur  2: 

a  f  =  Eins,] 
ab=  b, 
a  d  =  a,  ziehe 
d  e  anti  ||  b  f,  so  ist 
ae  =  X. 

Oder  Figur  3: 
a  b  =  Eins, 
ae  =  a, 
c  d  =  b  II  a  b, 

c  f  II  b  e,  so  ist 
df  =  x. 
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Figur  4. 


a     e     (i  f 

Figur  5. 


h   <'<i 


Figur  6. 


Oder  Figur  4: 

a  b  =  Eins,  c  d  =  b  ||  a  b, 
e  g  =  a ,       c  f  II  b  e,  so  ist 
fg  =  x. 

Sind  3  Strecken  a  b  e  zu  multipli- 
ciren,  Figur  5,  so  mache  man : 
a  b  =  Eins, 
a  c  =  a, 
g  b  _L  a  d, 
af  =  b, 
e  c  J_  a  d, 
a  e  =  a  d, 
hdj_ad, 
a  g  =  c,  so  ist 
ah=  X  =  a»b»c. 

Oder,  Figur  6: 
a  b  =  Eins, 
a  c  =  a, 
e  b  J„  a  e, 
a  e  =  b, 
fc   II  eb, 
a  d  =  af , 
gb=c, 

k  d  II   g  b,  so  ist 
kd=  X  =  a»b»c. 


•'     i 


Figur  7. 


Division  von  Strecken. 

Es  sei:  a  der  Bividendus, 
b  der  Divisor, 
X  der  Quotient. 

Man  mache: 

a  b  =  Eins, 
c  b  J_  a  e. 
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Figur  8. 


b         « 


Figur  9. 


ITC 


a  c  ^  b  und  a  d  =  a, 
d  e  jL  a  e ,  so  ist 

a 

ae  =  X  =  X-- 
b 

Oder  Figur  8: 

a  b  =  Eins, 

a  e  =  b, 

d  e  J_  a  e, 

ad  =  a, 

c  b   II  d  e,  so  ist 

a 
ac==  X  ««  ^i-. 

D 

Oder  Figur  9: 

a  b  =  Eins, 
a  c  =  b, 
e  c  J^  a  c  =  a, 
db  II   ec,  so  ist 
db  =  X, 
a 


Multiplikation  verbunden  mit  Division, 

Es  sei  die  Strecke  a  zu  multipliciren 

mit  einem  Bruche  — ,  und  es  sei 

c 

ab  * 

X  =  — . 

c 

Man  mache,  Figur  10: 

ab  =  c, 

a  e  =  a, 

b  c  J_  a  e, 

a  c  =  b, 

de  II   c b,  so  ist 

,  ab 

a  d  =  X  ==  — . 


Figur  10. 
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Fignr  11. 


Soll 


ab 


konstruirt  werden,  so  mache 


^     e 


man,  Fignr  11: 

a  G  =  2  mal  der  Einheit, 
bc  J_ac  =  b, 
de  |[  b c,  so  ist 
j  '  ab 


Flächeninhalt  des  Dreiecks. 

Es  sei  h  die  Höhe,  b  die  Grundlinie,  F  der  Flächen- 
inhalt, Figur  12: 

Figur  12.  Man  nehme  eine  Seite,  z.  B.  a  e 

als  Grundlinie  an,  mache 

a  d  =  2  mal  der  Einheit, 
e  G  II   b  d, 

e  f  J_  a  c,  so  ist 

e  f  =  F  =  --— . 


Figur  13. 


Figur  14. 


Oder  Figur  13: 

adj_ac  =  2xder  Einheit, 
b  e  J^  a  c, 
b  f  II   d  c,  so  ist 
ef  =  F 
_  bh 

"   2  • 

Oder  Figur  14:  ^ 

b  d  =  2  X  der  Einheit, 
c  e   II  b  d, 

a  e  JL  c  e,  so  ist 
a  e  =  F 
bh 


» 
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Flächeninhalt  des  Viei*ecks. 

a.   Parallelogramm. 

b  Grundlinie,   h  Höhe,    F  Flächeninhalt. 

Figur  15. 


Figur  15. 


Figur  16. 


Figur  18. 


a  e  ^  Eins, 
f  e  J_  ab, 
bgj^ab, 
bg=F 
=  bh. 

h.  Beliebiges  Yiereek. 

Figur  16. 
ae   II   cb, 

b  f  =  2  X  der  Einheit, 
eg   II   bf, 
d  g  J_  g  e,  so  ist 
dg  =  F. 

Oder  Figur  17: 

af  II  bd, 

c  f  ==  2  X  der  Einheit, 

be  II   cf, 

d  e  J_  b  e,  so  ist 

de  =  F. 


Oder  Figur  18: 

Kreis  mit  b  n  =  2  x  der  Einheit  umb, 

c  m  durch  c  berührend  an  den  Kreis, 

a  e   II   c  b, 

d  f  11   c  b,  so  ist 

ef==F. 
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Flächeninhalt  von  Polygonen. 

Figur  19. 

Die  Eonstraktion  des  Flächeninhalts  geschieht  durch 
^erwandelung  des  Polygons  in  ein  A- 

Fiyur  19.  Die  Verwandelung  selbst  geschieht 

wie  folgt: 

a  b  c  d  e  f  sei.  das  Polygon. 
Man  schneide  durch  ac  eine  Ecke 
ab,  ziehe  b  g  ||  a  c ,  verläi^gere  c  d  bis 
g  und  ziehe  a  g ,  so  ist  a  b  c  d  e  f  in 
ein  Polygon  a  g  d  e  f  verwandelt,  wel- 
ches eine  Seite  weniger  hat.  Durch 
Fortsetzung  der  Konstruktion,  resp. 
'durch  Abschneiden  anderer  Ecken  wie  bei  f,  gelangt  man 
zu  dem  A  alk,  welches  dem  Polygon  abcdef  Aachen- 
gleich  ist  und  dessen  Iiihalt  nach  den  früher  gegebenen 
Methoden  ermittelt  werden  kann. 


Figur  20. 


Potenziren  von  Strecken. 

Figur  20. 

Es  sei  a  der  Grundfaktor. 
Man  mache 
a  c  =  Eins, 
b  c  J_  a  k, 
ab  =  a, 
ad=  ab, 
a  f  J^  ak. 
a  f  =  a  e, 

e  g  ^  a  k  u.  s.  w.,  so  ist 
ab  =  a, 
a  f  =  aS 
ag=  a^  U.S.W. 
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Macht  man  links  von  b  c : 

a  1  =  a  c, 
Im  J_  ak, 
am^an, 
n  0  X  a  k, 
n.  s.  w. ,  so 


ist 


am 


a 


.— 1  =  — . 


a 
1 

2' 


a  0  =  a— 2  =  — ^ 
a 

a  r  =  a— «  = 
Oder  Figur 

Figur  21. 


a 
21: 


8* 


, 

1 

ki 

> 

w  JtL»^"^ 

V 

\ 

r   ^-^ 

\ 

\ 

\ 

\ 

/^ 

^ 

\ 

\ 

\ 

\ 

t^ 


n 


p   V   c     e     g      i         l         8 

Man  mache 

a  c  =  Eins ;  bcj_an;  ab  =  a;  femer 
b e,  dg,  f  i,  hl,  k s  n.  s.  w.  Jl  a m  und 
de,  f  g,  hi,  kl,  r  s  u.  s.  w.  JL  a n, 

so  ist  rechts  von  bc: 


ae 


a 


.';  ag  ==  a*;  ai  =  a®;  al  =  a®  u.  8.  w.; 
a  d  =  a® ;  a  f  =  a*^ ;  a  h  =  a^ ;  a  k  =  a*  u.  s.  w.  j 

links  von  b  c : 

a  t  =  a— 1 ;  a  c  =  a— 8;  a  q  =  a— ö  u.  s.  w. ; 
a  V  =  a— 2;  a  p  =  a—^;  u.  s.  w. 

Diese  beiden  Konstruktionen  setzen  voraus,  dass  a  >  1 
ist. 

Bei  den  nachfolgenden  ist  a  <[  1. 


Figur  22. 
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Man  mache,  Figur  22: 

0  e  ==  Eins, 

0  a  =  a, 

ae  J_oa 
nnd  ziehe  die  Lothe  und  Gegenlothe, 
so  ist: 

1 


a' 


o3  = 


a* 


u.  s.  w. 


0  —  2  =  a«, 

0  —  3  =  a», 

0  —  4  ^  a* 
u.  s.  w. 


oe 
oa 


Oder  Figur  23: 

Man  mache 

Eins,  0  b  J_  0  e, 

0  a  JL  a  e. 


=  a. 


Figur  23. 


Ziehe   die  Lothe   und  Gegen- 
lothe, so  ist: 


6  4    2 


e 


0  a  =  a, 
a  2  ==  a*, 
23  =  a« 

u.  s.  w. 

0  e  ==  a^  =  1, 

-  1  =  a-i  «=  — , 

a 


—  1  —  2  =  a-2  == 

—  2  —  3  =  a-3  = 


a 
a^ 


2> 


U.  8.  W. 


i 


1 
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y 


-  X 


Das  Verfahren   Figur  24   ist   sowohl  für  a  ]>  1   wie 
auch  for  a  <  1  giltig. 

Man  mache: 

X  K  J.  y  y, 
0  e  =^  Eins, 
oa  =  a; 

ferner: 
a2  J_ae, 
23J^a2, 
34J^23 

U.  8.  W. 

Ebenso 
e — 1  J_  ae, 
.       — 1— 2J^e  — 1, 
so  ist: 

0  2  =  a*;  0  3  =  a^:  o  4  =  a*  u.  s.  w. 

0  —  1  =  — ;  0  — 2=— i;  0  —  3==-^  u.  s.  w. 


a 


a' 


a* 


Potenziren  der  trigonometrischen  Funktionen. 

Sinus  und  Cosinus. 


Figur  25. 

y 


Man  mache,  Figur  25: 

XX J^yy;  oe  =  1 
<^<^  =  dein  gegebenen  <, 
e  a  Jl  0  a. 

Zieht  man  die  Lothe  und 
Gegenlothe : 

a2;  23;  34  u.s.w.; 
femer : 

e  —  1;  — 1  —  2  u.s.w., 
so  ist: 


^ 
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oa 
o2 
o3 
o4 


cos.  (f, 
COS.  (f^j 
COS.  y®, 
COS.  (y)*, 


0  —  1 


0-^2 


1 


COS.  (f 

1 


11.  s.  w. 


cos.y' 

Zieht  man  die  Lothe  und  Gegenlothe: 
äU;  nm;  miV;  .  .  .  0—1;  — I— n  u.  s.  w.,  so  ist 

a  e  =  sin.  (p, 
a  n  =  sin.  ^^, 
n  ni  =  sin.  </'^, 
m  IV  =  sin.  (^* 


JC 


sm.  (^ 

T .  TT .11     CT    Tir 

X        JLx            .           „   U.  s.  W. 

sm.  (f^ 

Figi 

mgente 

ar  26. 

y 

und  Cotangente,  Figur  26. 

Man  mache: 
X  X  J_  y  y, 
^(p —  dem  gegebenen  <)C, 
e  0  —  Eins. 
Zieht  man  die  Weehsellothe,  so  i 
0  a  =?=  tang.  (f, 
0  2  —  tang.  (p^y 
5»  ^           0  3  —  tang.  (p^, 

^*\ 

y 

oe  ==  1, 
0  —  1  —  cot.  (py 
0  —  2  —  cot.  (^^ 
u.  s.  w. 

I 
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Fignt  28. 
d 


Zweite  und  vierte  Wurzel. 

Mache,  Figur  27,  im  Halbkreise: 
ab  =  a, 
a  c  =  Eins, 
d  c  J_  a  b,  so  ist 

a  d  =  y  a,     oder 

Mache,  Fignr  28,  im  Halbkreise : 
a  b  =  Eins, 
ac  =  a, 
d  c  _L  a  b,  so  ist 

ad  =  ya,        oder 


Figur  29. 
d 


Mache,  Figur  29: 
a  b  =  Eins, 
bc  =  a, 
d  b  J^  a  c,  80  ist 

d  b = y  a~. 

a  c  b 

Das  Ausziehen  der  4*«^  Wurzel  kann  durch  2  maliges 

Ausziehen  der  Quadrat  y  geschehen,  überhaupt  kann  dieses 
Verfahren  auf  Halbirung  des  Exponenten  eines  Radikanten 
angewandt  werden. 


Mittelkraft  eines  Kr§ftebQ$oliel8. 

Figur  30.  Figur  81. 


g..- 


Die  Mittelkraft  R  aus  einem  Kräftebüschel,  Figur  30, 
wird  gefunden,  indem  man  ein  Polygon  (Figur  31)  bildet. 


1, 
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-worin  man  A  1  =  und  ||  Kraft  1, 

12=     „    II      „     2, 
2  3-     „    II      „3 
u.  s.  w. 
2ieht.    Die  Schlusslinie  R  =  5  A  ist  die  Mittelkraft  der 
Grösse  und  Richtung  nach. 

Im  geschlossenen  Kräftepolygon  ist  jede  einzelne  Kraft 
die  Mittelkraft  von  den  übrigen.     So  ist  in  Figur  31 : 
1  2  die  Mittelkraft  von  3  4  5  R  1, 
3  4    „  „  „     1  2  3  5  R, 

1  3    „  „  „2  und  3,  oder  von 

4  5R1. 


»> 


.«> 


>» 


Das  Seilpolygon. 


Figur  32. 


Wenn  Kräfte  an  einem 
Körper  in  der  Ebene  wirken, 
so  kann  man  sich  denselben 
durch  ein  System  von  gerad- 
linigen festen  Gebilden  ersetzt 
denken,  welche,  von  einer  Kraft 
zur  anderen  gehend,  ein  Poly- 
gon bilden,  dabei  sowohl  Zug- 
ais Druckkräften  widerstehen 
können  und  so  gerichtet  sind, 
dass  jede  der  einzelnen  Kräfte 
im  Gleichgewicht  mit  den  bei- 
den Kräften  ist,  welche  in  den 
genannten  Polygonseiten  wir- 
kend, mit  ihr  an  einem  Punkte 
angreifen. 
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Ein  solches  Polygon  heisst  Seil  oder  Grelenkpolygon^ 
Figur  22.  Die  Polygonecken  k  heissen  Knoten.  Die  in 
den  Polygonseiten  wirkenden  Kräfte  heissen  innere,  die 
an  den  Ecken  wirkenden  äussere  Kräfte. 


a.    €lleich§rewieht  der  aiiBsereii  Krifte. 

Wenn  man  aus  den  äusseren  Kräften,  ganz  wie  im 
vorigen  Abschnitt,  ein  Kräftepolygon  bildet,  so  ist 
dieses  geschlossen,  wenn  Gleichgewicht  vorhanden  ist,  oder 
gibt  anderenfalls  die  Grösse  und  Eichtung  der  Mittel- 
kraft an. 


Figur  33. 


Gleichgewicht  der  inneren  Kräfte. 

Bildet  man  in  Figur  33  das  Kräfte- 
polygon zu  dem  Seilenpolygon  Figur  32 
und  zieht  von  den  Enden  einer  Kraft, 
z.  B.  von  p  8  die  Parallelen  0  1  und  0  2 
zu  s  1*2  resp.  s  1«3,  so  schneiden  sich 
diese  in  einem  Punkte  0,  welcher  der 
Pol  des  Kräftepolygons  heisst. 


Die  von  dem  Pol  0  nach  den  Ecken  des  Polygons 
gezogenen  Strahlen  Ol,  0  2,  0  3  u.  s.  w.  geben  die  Span- 
nungen im  Seilpolygon  der  Grösse  und  Eichtung  nach  an. 
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Figur  34. 


Figfur  85. 


Aus  dem  Kräftepolygon 
Figur  35  und  einem  will- 
kürlich darin  angenom- 
menen Pol  lässt  sicli  das 
Seilpolygon  für  in  der 
Ebene  zerstreut  liegende 
Kräfte,  Figur  34,  bilden, 
indem  man  von  einem 
beliebigen  Punkte  a  aus-^ 
gehend 
a  2  II  0  1, 

2  3  II  0  2, 

3  4  II  0  3, 

4  5  II  0  4, 


u.  s.  w.  zieht. 


e.  Mittelkraft  toh  zerstreut  In  der  Ebene  liegenden  Kräften. 

Figur  86. 

Der  Durchschnitts^ 
'  punkt  m  zweier  Seiten 
des  Seilpolygons  Figur  36 
ist  ein  Punkt  der  Mittel- 
kraft aller  zwischen  den 
beiden  Seiten  liegenden 
Kräfte  1  •2-3.4. 

Die  Eichtung  und 
Grösse  dieser  Mittelkraft 
wird  durch  die  Diagonale 
4  •  6  im  Kräftepolygon, 
Figur  37,  bestimmt. 

Figur  87. 

Hiemach  lässt  sich  eine  gegebene  Kraft  4 «6,  Figur  37, 
in  2  Kräfte  5  und  6  von  gegebener  Eichtung  zerlegen.  Zu 
dem  Ende  trage  man  die  Kräfte  5  und  6  in  das  Kräfte- 
polygon ein.  Nehme  mit  der  Kraft  E,  Figur  36,  einen 
beliebigen  Punkt  n  an  und  ziehe  5  und  6  Figur  36  ||  5 »6 
und  4» 5  in  Figur  37. 


:f 
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Qleichgewiohtsbedtngungen  für  zerstreut  wlrkemle  Kräfte 

in  der  Ebene. 

Figur  88.  Gleiehgewicht  ist  vorhan- 

den, wenn,  sowohl  derKjafte- 
polygon  wie  auch  das  Seil- 
polygon eine  gesehlossene 
Figur  bildet. 

Ist     kein     Gleichgewicht 
vorhanden,  so  zeigt  das  Seil- 
polygon  an,  wie  dasselbe  her- 
zustellen sei. 
a)  Herstellung  des  Gleich- 
gewichts    durch     eine 
Kraft,    deren  Kichtung 
gegeben  ist. 
In  Figur  38  sei  6,  diese 
Figur  89.  Eichtung  und  1.2«3*4«o  die 

gegebenen  Kräfte. 

Man  bilde  das  Kräftepolygon  Figur  39,  wähle  einen 
Pol  0,  ziehe  die  Polstrahlen  und  bilde  das  Seilpolygon 
Figur  38. 

In  dem  Durchsehnittspunkt  von  s«4«6  und  s»5»6, 
Figur  38,  ziehe  man  eine  Parallele  zu  6,,  so  ist  dieses 
die  Lage  der  gesuchten  Kraft.  Ihre  Grösse  ist  gleich  5*6 
im  Kräftepolygon  Figur  29. 

b)  Herstellung  des  Gleichgewichts  durch  eine  der  Lage 
und  Grösse  nach  unbekannte  Kraft. 

Man  bilde  das  Kräftepolygon  und  ziehe  dessen  Schluss- 
linie.   Nehme  einen  Pol  an  und  bilde  das  Seilpolygon. 

c)  Herstellung  des  Gleichgewichts,  wenn  ausserdem 
auch  die  Grösse  einer  der  Kräfte  unbekannt  ist, 
und  eine  Seite  des  Seilpolygons  eine  gegebene  Lage 
haben  soll. 


Ea  sei  1  die  Kraft,  deren  Grosso  unbekannt  üt.  und 
a  b  die  gegebene  Richtung  der  Polygonseite.    Figur  41.). 

Figur  40.  jjg^    (j[j^g    ^^g    KräftH. 

y-^g  h/^'      poljgon  FigTir41  bis  EekL'ä, 

7^^  n«  indem    man    Kraft    ]     ,1.t 

^_^_/.  t  Grösse      nach     unbesliroint 

*S       \  /  -X  läast.     Aus  den  PolstralikMi 

Usst  sich  dann  das  Seil- 
polygon  verzeichnen  mul  ist 
nur  noch  die  Lage  vfjii 
Kraft  i3  darin  zu  besttiiiiiK'ii. 
Zu  dem  Ende  ziehe  mau  in 
Figur  41  0  8  II  a  b  Figur  -iU 
und  6  Figur  40  ||  6  6  Fijpir 


€5- 


Figw  11 


41. 


Um  ZU  einein  Kräfte jinüre 
1. 2-3-4  Figur  42  ein  at"», 
dessen  Richtung  in  ö  ä  Fi- 
gur 42  gegeben  ist,  zu  finden, 
bilde  man  zuerst  das  Kräfte- 
polygon zu  1-2-3-4,  Fih'ur 
43.  wähle  einen  Pol  0  und 
ziehe  die  Poktrahleii  U  1, 
0  2.  0  3.  0  4,  Alsdiiiin  w-r- 
längere  man  1  0  utui  iXAv 
4'5  Figur  48  |lö5Pis,'iir  fj. 
Es  läast  sich  hieianf  diia 
Seilpoljgon  Figur  42  von  a 
bis  b  wie  gewöhnUcli  vi>r- 
zeichnen.      Alsdann     ^ivhe 

cb  Figur  42  11  0  4  Fi^nir-l;.;. 
cd  „  43 II  0 5  „  4Li, 
ad     „      42 II 0  4     .,     ^H, 
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Durch  d  ziehe  man  eine  Parallele  zu  5  5  Figur  42, 
80  ist  dieses  die  Kraft  6.  Die  Grösse  von  5  und  6  ist 
=  4*5  Figur  43. 


Gleichgewicht  zwischen  parallelen  Kräften. 

».  Gleichf ewleht  iwisehem  8  parftllelem  Kriflea. 


Figur  45. 


Figur  46. 


Figur  47. 


Figur  44.  45.  46. 

Man  trage  die^  Kraft  an  einem 
der  beiden  andern  Angriffspunkte, 
z.  B.  bei  a  an ,  mache  a  d  44^  q, 
verbinde  d  mit  dem  anderen  An- 
griffspunkt c. 


Ziehe  d f  {|  ab  und  verlängere  q 
bis  zum  Schnittpunkte  f,  so  ist 
b  e  =  pi , 
e  f  ==  ps. 


Oder  Figur  47.  48.  49. 

Man  mache 

db  ==q. 
Ziehe  a  d  und  d  c  nach  den  beiden 
fi     anderen  Angriffspunkten 

a  und  c. 
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t 

/ 


\ 


{ 


Figur  48. 


Figur  49. 


Ferner 

be 
fe 

ad, 
ac, 

so  ist: 

bf 
fd 

—  ps. 

Figur  51. 


Figur  52. 


Oder  Figur  50.  51. 


Man  mache 

ad  =  q, 
wähle  einen  beliebigen  Pol  o  und 
ziehe  die  Polstrahlen  ao  und  o.d. 
Bilde  dann  das  Gelenkpolygon  a  p  f, 
indem  man 

ah  II  ao, 
pf  II  od 
und  die  Sehlusslinie  af  zieht. 

Legt  man  den  Polstrahl 

e  0  II  a  f,  so  ist 
ae  =  pi, 
d  e  ==  pa. 

Oder  Figur  52.  58. 

Man  mache 
a  d  =  ps, 
e  c  =  pi, 
dd'  II  ab, 
verbinde  d  mit  e,  so  ist  b  der  An- 

32* 
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Yignr 

53. 

7h 

4 

yce 

e 

fr. 

'«==^— ' 

a, 

griffspunkt  von  q  und 
q  =  ed' 
=  pi  +  pj. 


Oder  Figur  54. 


Figur  54. 


Man  mache 
a  d  #  pi, 

d  e  4t  P2> 
wähle  den  Pol  o  und  ziehe  die  Pol- 
strahlen 

a  0,  od,  0  e, 
hilde  das  Gelenkpolygon  afg,  indem 

af  II  od, 

fg  II  oe,  . 

a  g  II  a  o 

gezogen  wird.  Der  Schnittpunkt  g  von  g  f  und  a  g  liegt 
in  der  Eichtun gslinie  der  Mittelkraft  q.  Ihr  Angriffspunkt 
b  wird  gefunden ,  indem  man  b  g  ||  pi  und  pa  legt ,  ihre 
Grösse  ist  =  pi  +  pa  =  a  e. 


b.  Gleichgewicht  Kwisehen  beliebigr  Tielen  Parallelkräften. 

Wirken  mehrere  Parallelkräfte  in  der  Ebene  auf  einen 
Körper,  so  kann  man  zur  Bestimmung  der  Mittelkraft  je 
zwei  und  zwei  derselben  vereinigen,  bis  man  auf  die 
Mittelkraft  kommt  und  dazu  die  vorhin  angeführten  Me- 
thoden benutzen.  Andererseits  kann  man  die  Mittelkraft 
finden,  indem  man  das  Kräftepolygon  Figur  55  und  das 
Seilpolygon  Figur  56  bildet. 


\     6 

^ 

w 

^ 

< 

^■ 

^ 

\ 

\ 

j. 

s 

Zu  dem  Ende  niaclie  man: 
Kraft  1  =  Linie  a  1  Figur  55, 


,.    4  =      „  3-4 

„    5  =      „  4-5 

u.  3.  w.  und  nable  den  Pol  o. 

Ziehe  b  b  Figur  66  H  a  o  Figur  55, 

gd        „  II  Ol 

de        „  II  03         „ 

e  f        .,  II  0  3 ,       „ 

c  c  Figur  56  II  o  7  Figur  55. 

Der  Durchachnittspunkt  n  von  c  c  and  b  b  ist  ein 
Punlit  der  Mittelkraft  q. 

Zieht  man  n  m  Figor  56  |[  a  7  Figur  55,  so  ist  dieses 
die  Lage  von  q,  wahrend  die  Linie  a  7  Figur  65  ihre 
Grösse  ergiebt. 


502 


Zerlegung  von  Kräften  in  zwei  oder  mehrere  parallele 

Kräfte. 


Figur  57. 

q  pi 


'  Figur  58. 
Figur  60.        Figur  59. 


Ist  eine  Kraft  q  in  2  Parallelkräfte 
von  gegebener  Lage  zu  zerlegen,  die 
entweder  zu  beiden  Seiten  von  q, 
Figur  57,  oder  beide  auf  einer  Seite 
von  q  liegen,  Figur  49,  so  bilde  man 
das  Gelenkpolygon  a  b  c  Figur  57  und 
59,  mache  in  Figur  58  und  60  d  e  =  q 
und  ziehe  d  o  und  e  o  Figur  58  und 
60  parallel  den  entsprechenden  Seil- 
polygon-Seiten, d.  h. 


d  0  Figur  58  |[  a  b  Figur  57, 
d  0      „     60  II  b  G       „    59, 
e  0       „     58  II  b  c       „     67, 
e  0      „     60  II  a  c       „    59, 
so  ergibt  sich  der  Pol  o  des  Kräfte- 
polygons.    Zieht  man  o  f  ||   der  3*«» 
Polygonseite,  so  ist 
d  f  =  pi, 
f  e  =  pj. 

Die  Zerlegung  einer  Kraft  in  mehrere  Parallelkräfte 
erfolgt  durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Verfahrens. 


Figur  62.  Figur  61. 

1      a  4 

pi 


Ist  der  Auflagerdruck  pi 
und  ps  zu  finden,  den  eine 
vertikale  Belastung  auf  einen 
Träger  ausübt,  so  konstruire 
man  aus  den  gegebenen 
Vertikalkräften  12  3  4u.s.w. 
das  Kräftepolygon  Figur  62, 
wähle  den  Pol  o  und  ziehe 
die  Polstrahlen.  Alsdann 
bilde  man  das  Seilpolygon 
Figur  61,  indem  man 


r 


m.lol 

und  zuletzt  die  Sehlueslinie  s  n  zieht. 

Ein  Polstrahl  o 5  ||  an  gezogen ,  theilt  a  4  Figur  62 
in  die  beiden  Äuflagerdjrucke 

Pä  =  4.ö, 

Ist  die  Belastung  gleichförmig  vertheilt,  ao  geht  das 
Polygonstuck  unter  der  Schlusslinie  in  eine  Patabel  (Iber. 


Rjurl 


Um  dieaelbe  za  bonstniiren,  Figur  63,  bilde  man  ein 
A  &  b  <!>  dessen  Ecken  a  und  b  unter  den  Äufkgerpnnkten 
liegen,  hatbire  de,  e  f,  f  c,  e  g,  g  t  r  u.  s.  w.  in  1.  2. 3  . . . 
I.  U.  m  a.  a.  w.  und  ziehe  die  Linien  a  I,  d  g,  I  D,  e  h, 
2  lU  11.  a.  w. 


Legt  u 


]  a  b  Q  dem  Träger  ni  n ,  e 


statische  Momente  paralleler  Krifte. 

Firar  BS 

Figur  E4. 


.  Ernitt«lang  der  «tkttichi 


cm  Krift«. 


Um  bei  restigkeitsberechnungen  an  TrSgern  etc.  das 
Moment  der  äusseren  Kräfte  für  einen  beliebigen  Punkt  k, 
Figur  64,  des  Trägers  zu  finden,  bilde  man  zuerst  das 
Eräftepolygon,  Figur  ßö,  aus  der  gegebenen  Belastung 
und  sodann  das  Seilpolygon,  Figur  64.  Zieht  man  durch 
k  eine  Parallele  zu  der  Richtung  der  äusseren  ErSfte,  so 
ist  das  im  Polygon  liegende  Stück  m  n  ^^  dem  Momente 
der  äusseren  Kräfte  für  Punkt  k.    Zieht  man  in  Figur  65 

o  V  _L  a  4, 
so  ist  0  ¥  die  Maasseinheit  für  die  auf  diese  Weise  ge- 
fundenen Maniente. 


ZiMunemiabKUS  Kud  Zcrlegug  gtktlacher  Moibmi 


Wirken  parallele  Kräfte 
m  2  Ebenen  A  und  B  mit 
dem  -^  <p  auf  eine  Aue  ac, 
Fignr  67,  und  ist  für  einen 
gewissen  Punkt  g  das  Mo- 
ment in  der  einen  Ebene  ^ 
gh,  in  der  anderen  =  gf, 
so  findet  man  das  resnl- 
tiiende  Moment  durch  Bil- 
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düng  des  A  g  k  f  mit  dem  Aussenwinkel  (f.    Dasselbe  ist 
alsdann  =  k  f . 

Durch  das  umgekehrte  Verfahren  erfolgt  die  Zerlegung 
von  Momenten. 


Schwerpunkts- Bestimmung. 

Die  Bestimmung  des  Schwerpunktes  einer  ebenen 
Pigur  lässt  sich  mittelst  des  Kräfteplanes  (Seü-  und 
Kräftepolygon)  in  vielen  Fällen  sehr  leicht  ausführen. 

Man  zejrlegt  die  Figur  in  schmale  Streifen  von 
gleicher  Breite,  betrachtet  die  mittle  Länge  derselben 
als  Kräfte  und  bildet  daraus  das  Kräfte-  und  Seilpolygon. 
Die  Eichtungslinie  der  Mittelkraft,  die  nach  den  voran- 
gegangenen Sätzen  leicht  zu  ermitteln  ist,  ist  eine  Schwer- 
linie. 

Wenn  die  Figur  nicht  symmetrisch  ist,  so  wiederholt 
man  dasselbe  Verfahren  von  einer  andern  Seite  aus.  Der 
Durchschnittspunkt  der  gefundenen  Schwerlinie  ist  der 
Schwerpunkt. 


Kräftepläne  für  Fachwerks- Konstruktionen. 

Ist  ein  gewisses  Fachwerksystem  gegeben  und  ver- 
zeichnet, so  trage  man  zunächst  die  wirksamen  äusseren 
Kräfte  ein. 

Von  einem  Knotenpunkte  beginnend  zerlege  man  die 
hier  wirkende  äussere  Kraft  nach  den  Kichtungen  der 
Stäbe,  vereinige  die  gefundenen  inneren  Kräfte  am  näch- 
sten Knoten  mit  den  daselbst  vorhandenen  äusseren  Kräften 
zu  einer  Mittelkraft,  zerlege  dieselbe  wieder  nach  den  fol- 
genden Stabrichtungen  und  fahre  in  dieser  Weise  fort. 

In  dem  Nachfolgenden  sind  die  Kräftepläne  für  meh- 
rere Fachwerksysteme  aufgeführt.  Die  Druckkräfte  sind 
mit  starken,  die  Zugkräfte  mit  feinen  Linien  bezeichnet. 
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Die  Nummern  im  Kräfteplan  geben  die  Grösse  der  in  den 
mit  gleicher  Nummer  im  Fachwerksystem  bezeichneten 
Verbandstücken  wirkenden  Kräfte  an. 


Figur  68. 


p 


'*  Figur  69. 


Figur  68  ist  das  Sy- 
stem ,  Figur  69  der  Kräfte- 
plan.  Man  gelangt  zu 
Letzterem  durch  folgende 
Konstruktion : 


a  b  Figur  69  =  p, 
b  c        „        =  p. 
2        „         II  Figur  68, 
wodurch  p  zerlegt  ist  in  1  und  2. 

1  und  2  p  bei  Knoten  6  Figur  68  in  Figur  69  ver- 
einigt, gibt  die  Mittelkraft  d  c  Figur  69.  Dieser  zerlegt 
nach  den  Eichtungen  3  und  4  Figur  68  gibt  im  Kräfte- 
plan Figur  69  die  Kräfte  3  und  4. 

3  und  2  im  Knoten  c  vereinigt,  gibt  die  Mittelkraft  5 
im  Kräfteplan  Figur  69. 

Figur  70. 
p        p  p  p 


Figur  71. 


Figur  70  ist  das  System, 
„     71  der  Kräfteplan, 
ab  Figur  71  =p, 
p  zerlegt  in  1  und  2. 
In  Knoten  b  Figur  70.  1 
und   p   vereinigt,    gibt   als 
Mittelkraft    c  b    Figur   71. 
Diese  nach  3  und  4  Figur  70 
zerlegt  die  Kräfte  3  und  4  im  Kräfteplan. 

In  Knoten  e  Figur  70  2  und  3  vereinigt,  gibt  als 
Mittelkraft  b  d  im  Kräfteplan,  diese  nach  n  und  5 
Figur  70  zerlegt,  gibt  für  n  die  Kraft  =  NuU,  nebst  der 
Kraft  5  im  Kräfteplan. 
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Zugband  n  ist  daher  überflüssig. 

p  und  4  im  Knoten  e  vereinigt,  Figur  70,  gibt  a  d  in 
Pigur  71.  a  d  zerlegt  nach  6  und  7,  Figur  70,  gibt  im 
Kräfteplan  die  Kräfte  6  und  7. 

In  Knoten  f  5  und  6  vereinigt  und  nach  8  und  NuU 
zerlegt,  gibt  Kraft  8  im  Kräfteplan. 

Sind  die  Lasten  in  b  und  c  7  <  p ,  so  wird  die  Span- 
nung in  n  und  m  nicht  wie  vorher  =  Null,  sondern  er- 
langt einen  leicht  zu  ermittelnden  Werth. 


Figur  72. 


3  p  zerlegt  in  1  und  2, 

1  und  2  p  vereinigt  zu  m, 
m  zerlegt  in  3  und  4, 

2  und  3  vereinigt  zu  m,, 
m,  zerlegt  in  5  und  6, 
10=6  vereinigt  mit  6  zu  7. 


Figur  73. 


Die  Kräfte  in  den  übrigen  Stangen  sind: 

9  =  5, 

8  =  4, 

13  =  3, 

11  =  1, 

12  =  2. 
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5  p  zerlegt  in  1  und  2, 

1  und  3  vereinigt  zu  m, 
m  zerlegt  in  3  und  4, 

2  und  3  vereinigt  zu  m, , 
m,  zerlegt  in  5  und  6, 

6  und  10  =  6  vereinigt  zu  7. 

8  =  4, 

9  =  5, 

11  =  3, 

12  =  1, 

13  =  2. 

Das  beliebige 
Fachwerk,  Figur 
76,  sei  mit  den 
beliebigen  Kräf- 
ten l-2»3  u.  s.w., 
Figur  77,  belastet. 
Man     bilde     das 

Kräftepolygon 
mit  dem  beliebigen  Pole  0,  Figur  77, 
und    das    Seilpolygon,    Figur    76. 
Ziehe  y  y  ||  o  c,  so  ist 

A  c  =  Auflagerdruck  A,  Figur  76, 

B  e  =  „  B 


Figur  75. 
Figur  76.    AllgemeinesSygtem. 


V 
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Den  Kräffceplan  bilde  man  ganz  wie  früher,  Figur 
72—75,  nämlich: 

A  C  zerlegt  in  I  und  11, 
I  und  1  vereinigt  in  m, 
^  m  zerlegt  in  in  und  IV, 
n-ni-2  vereinigt  zu  m,, 
m,  zerlegt  in  V  und  VI, 
IV «VI «3  vereinigt  zu  mg, 
m2  zerlegt  in  VÜ  und  Vlii, 
V«Vn»4  vereinigt  zu  ms, 
ms  zerlegt  in  IX  und  X 
u.  s.  w. 
Auf  die  angeführte  Weise  lassen  sich  die  Kräfte,  die 
an  den  Konstruktionstheilen  von  Fachwerken  jeder  belie- 
bigen Form  wirken,  bestimmen,  wenn  die  Laststellung 
gegeben  ist. 

Sobald  das  Fachwerksystem  einfacher,  gewisse  Di- 
mensionen und  Kräfte  konstant  sind,  vereinfacht  sich  der 
Kräfteplan  erheblich. 

Die  in  Figur  76  und  77  gegebene  Konstruktion  ver- 
langt  bei  Brückenträgem  für  jede  Laststellung  ein  be- 
sonderes Kräftepolygon;  sobald  indessen  das  Fachwerk- 
system einfacher  wird,  lassen  sich  alle  Polygone  der  für 
die  einzelnen  Glieder  ungünstigsten  Laststellung  in  einer 
einzigen  Figur  vereinigen. 

Bei  solchen  Trägern,  welche  keine  mobile  Belastung 
zu  tragen  haben,  kann  man  die  Verzeichnung  des  Seil- 
polygons unterlassen,  da  die  Auflagerdrucke  sich  oftmals 
leichter  durch  Eechnung  finden  lassen.  Der  Kräfteplan 
kann  dann  sofort  entworfen  werden.  Namentlich  ist  dieses 
bei  gleichmässig  vertheilter  Belastung  sehr  leicht  auszu- 
führen. 

Ein  Beispiel  für  Träger  mit  mobiler  Belastung  liefert 
Figur  78.  Es  ist  hier  angenommen,  dass  für  das  n*eFeld 
die  Spannungen  in  den  Stangen  bei  der  ungünstigsten 
Laststellung  ermittelt  werden  sollen.  Die  Spannung  in 
den  Streben  erreicht  ihr  Maximum ,  wenn  eine  Seite  des 
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Trägers  von  der  zu  unterführenden  Stelle  ab  belastet,  die 
andere  aber  frei  ist.  Die  Spannung  in  den  Gurtungen 
erreicht  ihr  Maximum,  wenn  der  ganze  Träger  belastet 
und  bei  der  zu  untersuchenden  Stelle  n,  Figur  78,  die 
schwersten  Lasten  konzentrirt  sind. 

Figur  7a 


m/yiim 


0' 


n 


V 


Um  die  Maximal- 
spannungen' im  nte» 
Feld  (in  Figur  78, 
Feld  7—8)  zu  finden, 
trage  man  über  den 
Träger  die  einseitige 
Belastung  A  und  de- 
ren mittle  Drucklinie 
0,  auf.  Im  Kräfte- 
polygon Figur  79 
wähle  man  den  Pol  o 
so,  dass  sein  lothrechter  Abstand  von  a  11 
==  der  doppelten  Trägerhöhe  h  ist  und  dass 
der  von  0  J^  auf  a  11  gezogene  Strahl  die 
Linie  a  9  halbirt.  Sodann  trage  man  von  a  bis 
9  das  Eigengewicht  und  von  a  bis  0,  die  Last 

A  auf,  ziehe: 
c  o'  Figur  78  ||  o  o,  Figur  79, 
o'  e        „        II  0  a 

e  2         „        II  0 1 


»> 


»» 


u.  s.  w., 
wodurch  der  Seilpolygonzug  c  o,  e  2  y  f  b  entsteht. 
Zieht  man    m  Figur  79  ||  b  c  Figur  78, 
vr        „         118  7 
7  r        „         II  der  Diagonalstrebe  8, 
so  ist :  7  r  =  der  Maximal-Spannung  in  der 

Diagonalstrebe  8*7, 
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V  7  =  der  Maximal-Spannung  in  der 
Vertikalstrebe  8. 
Um  die  Maximal-Spannung  in  den  Gurtungen  zu  fin- 
-den,  belaste  man  das  freie  Trägerende  durch  B  (Figur  78) 
und  ziehe  die  mittle  Drucklinie  11,  sodann  mache  man: 

d  g  Figur  78  ||  o  11  Figur  79, 

wodurch  der  Seilpolygonzug  c  o,  e  2  y  f  g  d  entsteht. 

Zieht  man  de,  so  ist: 

yy  auf  8  die  halbe  Spannung  im  Obergurt  7*8 
und  im  Untergurt  8-9. 

Führt  man  diese  für  Feld  n  gezeigten  Konstruktionen 
an  den  übrigen  Feldern  aus,  so  erhält  man  die  Maximai- 
Spannungen  in  sämmtlichen  Stangen  des  Trägers. 

Figur  80. 
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Ist  derselbe  Träger  wie  in  Figur  80  gleichmässig  be- 
lastet, so  bilde  man  das  KJräftepolygon  (Figur  81)  mit  der 
Poldistanz  =  2  h,  ziehe  die  Polstrahlen  und  bilde  das  Seil- 
polygon. 

Zieht  man  im  Kräftepolygon  (Figur  81)  die  Parallelen 


512 


za    den  Diagonalstreben,    so    geben  diese   den  Druck    in 
denselben  an  und  es  ist 

9  10  der  Druck  in  Diagonale  9  10, 

o  y     „      ,,      ,,         ff        o  «7 

u.  s.  w. 
a,  10  der  Druck  in  der  Diagonale  0  1, 

■*■  y      >»        >j      >>     ff  >>  ■'■  ä 

u.  s.  w. 
Zugleich  geben  die  Längen  x  5,  x  6  u.  s.  w.  die  Zug- 
spannung in  den  Hängestangen  an  und  es  ist 

X  5  =  die  Spannung  in  Hängestange  6  Figur  80, 
X  6  =  7 

^  *  ^^^    »»  ff         ■     J>  >>  o 

Die  Ordinaten  b  c  d  e  f  u.  s.  w.  im  Seilpolygon  endlich 
geben  die  Spannungen  in  den  Gurtungen  an  und  es  ist 
b  =  der  halben  Spannung  8  9  im  Ober-  und  9  10  im  Unter- 
gurte, 

c  ^^^^  ff        >j  »>         *  o   ,,      ,,       ,,    o  y 

U.  ),  ,,  ,,  Ol      «,  ,,  ,,       I     o 


>> 


>> 


»J 


>> 


>» 


>> 


M 


» 


» 


u.  s.  w. 
In  ganz  ähnlicher  Weise  wird  das  System  (Figur  82) 
behandelt. 


Figur  82. 


Figur  83. 


Figur  84. 


o 


Das  System 
(Figur  83)  hat  bei 
gleichmässiger 
Belastung  den  Kräfte- 
plan  (Figur  84).  Der- 
selbe konstruirt  sich 
wie  folgt: 
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6  p  zerlegt  in  x  1  =  1  und  2, 

2  nnd  2  p  verbunden  zu  m, 
m  zerlegt  in  3  und  4,    * 

1  und  4  verbunden  zu  m, , 
m,  zerlegt  in  x  5  =  5  und  6, 

3  6  und  2  p  verbunden  zu  ni2, 
ms  zerlegt  in  7  und  8, 

5  und  8  verbunden  zu  ms, 
ms  zerlegt  in  x  9  =  9  und  10, 
7«10»2  p  verbunden  zu  ms  =  9 
da  13  und  14  ==  NuU  wird. 


11  =  14, 


Zerlegt  man  ms  in  2  p  »15  «16,  so  ergibt  sich 

.     15  =-  10, 
16  =  7. 

Fährt  man  in  der  Konstruktion  fort,  so   ergibt  sich 
noch  17  =  8, 

18  ==  5, 

19  =  6, 

20  =  3, 

21  =-4, 

22  =  1, 

23  ==  2. 

Figur  85. 

Für  das  Dachstuhl- 
system (Figur  85) 
bildet  sich  der  Kräfte- 
plan  (Figur  86)  wie 
folgt: 

Figur  86. 

p  (Figur  86)  zerlegt  in  1  und  2, 

1  und  2  p  verbunden  zu  m; 
m  zerlegt  in  3  und  4, 

2  und  3  verbunden  zu  5. 

33 
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Figxa  87. 


Fignr  88. 
Figui  89. 


Das  Dachbindersystem  (Figur  87) 
hat  den  Kräfteplan  (Figur  88). 
Derselbe  bildet  sieb  wie  folgt: 
7  p  zerlegt  in  1  und  2, 

1  und  5  p  verbunden  zu  m^ 
m  zerlegt  in  3  und  4, 

2  und  3  vereinigt  zu  m,, 
m,  zerlegt  in  7« 8*5, 

wobei  7  =  3  und  ||  7  Figur  87  za 
machen  ist. 
Alsdann  ist  ferner: 

6  =  4, 

9=1. 


Der  Kräffceplan  (Figur  90) 
zum  Dachbindersystem  (Fi- 
gur 89)  entwickelt  sieh  wie 
folgt: 

3  p  zerlegt  in  1  und  2, 

1  und  2  verbunden  zu  m, 
m  zerlegt  in  3  und  4, 

2  und  3  verbunden  zu  m„ 
m,  zerlegt  in  5  und  6. 


Figur  90. 

Alsdann  ist  femer: 


7 

8 

9 

11 

io 


5, 
4, 
3, 

1, 
2. 
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Ganz  ähnlich  ist  das  System  (Figur  91)  zu  behandeln. 

Figur  91. 


Der  Kräfteplan  (Fi- 
gur 93)  zum  Dach- 
bindersystem (Figur 
92)  bildet  sich  wie 
folgt: 

5  p  zerlegt  in  1  und  2, 
1  u. 2  verbunden  zum, 
m  zerlegt  in  3  u.  4, 
4  u.  2  p  verbunden  zu 

m„ 
m,  zerlegt  in  5  u.  6, 
8=^  6  verbunden  zu  7. 

Alsdann  ist: 


Figur  93. 


9 

10 
11 
12 
13 


=  0, 

=  4, 
=  3, 
=  2, 
=  1. 
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2Vip 


21/3J) 


Figur  95. 

Figur  96. 
Ip 


Figur  97. 

Figur  98. 
P 


Das  System  in  Figur 
2V«i»  94  liefert  den  Kräffceplan 
ip     (Figur  95)  wie  folgt : 
2p     3Va  p  zerlegt  in  1  und  2, 
3^21»  1  u.  p  verbunden  zu  m, 
m  zerlegt  in  3  und  4 
u.  s.  w. 


2V2P 


Figur  97  ist  der  auf 
ähnliche  Weise  gebüdete 
Kräffceplan  zum  Dach- 
bindersystem.   Figur  96. 


Für  das  System 

(Figur  98)  büdet 

sich    der  Kräfte- 

^'''^  plan  Figur  99  wie 

folgt.  Man  mache: 
1  II  sp;    x2  II  sm; 

2  e  II  Strebe  4  in 

Figur  98; 
en   II  XX,;    cg   II    1; 

a  d  II  Strebe  7  in 

Figur  98; 
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bd  II 


XI 


d  k  II  1;  b  f  II  Strebe  11  in  Figur  98; 

f  i  II  1;  fx^JLxx,,  so  ist: 

in  den  Parallelen  1»3«8«12  die  Spannung  in  den  Sparren- 
stüeken  1«3«8»12  (Figur  98)  ermittelt.  Ferner  geben  die 
Linien  2  c,  ad,  bf  die  Spannung  in  den  Streben  4,  7,  11, 
die  Vertikalen  a  c,  b  d  und  x  x,  die  Spannung  in  den 
Hängeeisen  4,  9,  13  (Figur  98)  an.  Endüeh  ist; 
X  2  =  der  Spannung  in  2,  Figur  98, 


>> 


xa  = 
xb=    „ 


>> 
>» 


„10, 


Figur  100. 
P 


3V2J) 


Um  zu  dem  Sy- 
stem (Figur  100) 
den  Kraftplan  zu 
bilden  mache  man 

1  II  dem  Sparren, 
X  2  11  2  Figur  100, 

2  a  11  3  Figur  100, 
ab  II  1  Figur  191, 
a  c  II  6  Figur  100, 


S'/ap 


Figur  101. 


c  d  J_  a  b  und  ==  der  doppelten  Projektion  von  a  c  x  p. 
Femer  d  f  ||  8;  f  x  ||  Figur  100;  g^  \\  10  Figur  100  und 
=  ac  Figur  101;  g  b  |1  2  a  Figur  101  und  bis  zum 
Schnittpunkt  mit  der  Verlängerung  von  d  f.  Endlich  ziehe 
man  gk  und  hl  ||  Figur  101,  so  geben  die  Parallelen  2o; 
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ab;  gk;  hl;  die  Spannungen  in  den  Sparrenstüeken  1; 
4;  13;  14;  und  die  Normalen  2a;  cd;  gh  die  Span- 
nungen  in  den  Streben  3,  7,  12  Figur  100  an.  Ferner  ist 

2 1  Figur  101  =  der  Spannung  in  2  Figur  100, 

ex 

f  X 

df 

hf 
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Emil  Stephan,  Plagwits-Leipsis. 
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